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この本の案内

この本の目的は平面における面積ならびに方向保存写像の性質を調べることにある。主

として扱うテーマは下記の３つである�

���サドルノード分岐で生じる対称周期軌道の出現順序関係 �第 �����章	�

���ホモクリニック軌道の生じる順序関係 �第 
章	�

�
�位相的エントロピーの下界値の計算 �第 ����
����章	�

我々が調べる写像は平面上で定義されたシンプレクティック形式の写像である�

���� � �� � � ���	� ���� � �� � �����

� ��	 � ��� � ��	とおくとエノン写像になる� � ��	 � ��� � ��	または � ��	 � ���� � ��	と

おくと３次関数写像になる� ここで �は正のパラメーターである� � � �では可積分写像で

ある�

第１章から第３章まではエノン写像を扱い� 第４章と第５章は３次関数写像を扱う� 第

５章では円筒面で定義された標準写像 � � ��	 � � 
�� �	も扱う�
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第 �章

面積保存エノン写像における対称周
期軌道の出現順序

面積保存エノン写像のあるパラメーター領域において成立する対称周期軌道の力学的順

序を導いた� ここでは写像のもつ可逆性とサドル不動点の安定多様体と不安定多様体の構

造を利用した� また系の擬アノソフ性も議論した�

��� 序

スメール �� が導入した馬蹄は面積保存エノン写像において簡単に観察することができ

る��� 馬蹄が存在するための十分条件はデバネイとニテキによって導かれた��� 馬蹄の中に

存在する周期軌道については多くの研究がなされている������ 馬蹄の中にある周期軌道の

共存の問題と力学的順序についても研究されている��� 一度馬蹄が完成するとエノン写像

は双曲的な系となる� その結果�パラメーターを更に増加しても周期軌道は生じない� この

状態の系の位相的エントロピーは !� �である� それゆえに馬蹄が完成する前の周期軌道の

出現順序が重要な問題となる� この問題を扱うために馬蹄写像に対する枝刈り理論が開発

されている�����	� 枝刈り理論がエノン写像で有効であるかは分かっていない� エノン写像の

ある特殊なパラメーター値では空間の自然な分割が存在し�その力学的性質は記号力学で

特徴づけられることが分かっている���

周期軌道の出現順序に関して�その全体的な強制関係を導くことは非常に難しい� ２つ

の周期軌道の間の強制関係は�周期軌道から決まる組み紐タイプの分類から決定すること

は可能である������� しかしながら�馬蹄写像とかエノン写像においてサドルノード分岐で生

じる周期軌道に対する力学的順序はまだ決定されていない�

我々は既に可逆写像における周期軌道の力学的順序を決定する手法を開発した���� この

方法は�サドル不動点の安定多様体と不安定多様体の構造と�系の持つバーコフの意味での

可逆性を利用する� この方法を用いて標準写像ならびに他の系に対して特殊な性質をもつ
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周期軌道の力学的順序を導いた������
� エノン写像においても同様な周期軌道の力学的順序

が導けるであろうか� この問いに関する部分的な回答は第 ��
節で与える� 我々の得た結果

はある特殊な性質をもつ無限に多くの周期軌道の順序関係を与える� 我々の結果は馬蹄に

おける枝刈り理論に対して有用な情報を与えると考えている�

��� �	平面におけるシンプレクティック形式のエノン写像 � は次のように定義される�

���� � �� � � ���	� ����	

���� � �� � ����� ����	

ここで � ��	 � ��� � ��	� � �� �	 はパラメーターである� この写像は２つ不動点をもつ�

� � ����	はサドルである� 一方の不動点 � � ��� �	は � � � � �のときは楕円点であり�

� � �では反転型サドルである� � � �で� �は周期倍分岐を起こす�

もともとのエノン写像 �� に対して座標変換とスケール変換を行うと上記のシンプレク

ティック形式の写像が得られる� シンプレクティック形式の写像には�安定多様体と不安

定多様体の関係が分かりやすく�対称線の構造も把握しやすいという利点がある�

この論文の目的は�エノン写像における周期軌道に対する力学的順序を導くことである�

写像は可逆であることより� 周期軌道は２つに分類できる� つまり対称線上に２つの点を

もつ対称周期軌道と� 対称線上に点をもたない非対称周期軌道である� この論文では前者

の力学的順序を導く�

�の周りにおいて「回転分岐」が生じ� �より回転数 ��	 � ���の周期軌道がパラメー
ター区間 � � � � �で生じる� これらの軌道に対して ���		� �
����� 		 � �	の名称を与

える� ���		� は１周期つまり 	回写像される間に �の周りを �回だけ回転する周期軌道

を意味している� このような軌道が存在することは命題 ��
で保証されている� 可逆な系で

は�これらの軌道の存在はほぼ自明であり�出現の順序も明らかである� 我々はサドルノー

ド分岐で生じる周期軌道に興味がある� これらを ���		��と書くことにする� ��	は１周期

	の間に �の周りを � �� �	回だけ回転することを意味している�
����において�この論文で使用する記号といくつかの定義を導入する� ���
では力学的

順序を導出し�系の擬アノソフ性質も議論する�

��� 基本的道具

����� 対称線とホモクリニックローブ

エノン写像 � はバーコフの意味で可逆である� これはこの写像が２つの対合 
と �の積

で書けることを意味している�

� � 
 Æ �� ���
	



��� 基本的道具 �

ここで対合 
と �は次のように定義される�
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 ��"��� � ��が成立していることに注意する�
対合 
と �の不動点の集合は対称線と呼ばれる� 
の対称線を � � と� �の対称線を � �

とする� これらは次のように得られる�

� � 8 � � �� ����	

� � 8 � � � � ��	��� ���1	
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図 ��� 不動点 � の安定多様体 �� と不安定多様体 ��� ２つのホモクリニックロー

ブ � と � �２つのホモクリニック交差点 �と ��２つの対称線 � � ��軸�と � � が描か

れている� 	 � ��

�� � ����	をサドル不動点の不安定多様体で �から右上方に出ている枝とする� また

�� � ����	を �の安定多様体で �の右下方から �に入る枝とする� 以下ではこれらの多

様体の方向を自然な方向として選ぶ� 線形解析より ��と �� の �における傾きは簡単に

決定できる� �� を �から見ていくと最初に対称線 � � と �で横断的交差をし�次に対称線

� � と �で横断的交差をする� 不安定多様体 �� は � � と �で横断的交差をし�次に � � と �

で横断的交差をする� ホモクリニック点 �と �における横断的交差の証明は文献 ��1-�6�

でなされた�
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１次元多様体 � の開弧を ��� �	� と記す� ただし � の自然な方向に関して � が � より

上流にあるとする� 閉弧を ��� ���� 半開弧を ��� ��� と書くことにする� ここで４つの弧

�� � ��� ����
� �� � ��� ����

� �� � ��� �����
� �� � ��� �����

を定義する� 次にホモクリニッ

クローブ � は �� と �� で囲まれた開領域とする� また�ホモクリニックローブ � は �� と

�� で囲まれた開領域とする� 可逆性より� 
�� � �� と ��� � �� の関係が成立する� 特に


�� � �� と ��� � ����� の関係はこれから利用される� ����� と �� が接触すれば� �� と

��� も接触する� この状況は馬蹄の完成である� 最後に� ��� ����
� ��� ��� ���� ����

で囲まれ

た閉領域を � と�開領域を �����	と定義する� 上で述べた安定多様体と不安定多様体の構

造は図 ���に描かれている�

�����	に含まれる対称線を２つの部分に分けて以下のように名前を付ける�

� �� 8 � � � �� � � � �	� ���0	

� �� 8 � � � �� � � � 	���		� ���6	

� �� 8 � � � � ��	�� �� � � � �	� ���,	

� �� 8 � � � � ��	�� �� � � � 	���		� �����	

ここで 	���	は点 �の �座標を与える� また 	���	は �の �座標を与える�

最初に良く知られた簡単な事実を確かめよう�

命題 ���� � の中にすべての周期点が存在する�

証明� � �� �� � �	は � � �の領域にある� これは � の未来の像は � に戻らないことを意

味する� よって � は周期点を含まない� 対称性 � � 
� より � も周期点を含まない�

� � ���� とする� ある � �� �	で � � � � �����	が成立するとしよう� そうすると �は周期

点ではない� なぜなら � �� �が � に入る �� �� � �� � �	が存在するからである�

ここで ���� をいくつかの領域に分割し�それぞれを個別に調べることにする�
領域の分割

��� ��8 ���� �		� � �� � � �
�
��� ��8���� �		� � �� � � � � � � ��	
�
�
� ��8���� �		� � �� � � � � ��	
�
��� ��8���� �		� � �� � � � � ��	��
�
��� �
8���� �		� � �� � � � � ��	��
�
� � �� の場合� 式 ����	�����	より 	���

��	は �� に発散する� よって �� には周期点は

ない� 次に � � �� の場合� � �が �� に入る� よって �� にも周期点はない� � � �� の場合�

�� � �� または �� � �� が成立するので� �� にも周期点はない�

� � ���� の場合� �� � �
�� である� よって �
��の中の点について調べる� � � �
�� と
する� � �は �軸の下部にある� よって 	��� �	 � 	���	が得られる� 仮定より � � は � にも

� にも含まれない� ��� ����	��
は � � � � ��	の下部にある� よって � �は � � � � ��	の下部
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にあり� � ��は �軸の下部にある� 次に 	���
��	 � �と 	���

��	 � 	��� �	の関係に注意す

ると� �の軌道は決して元の位置に戻らないことが分かる� 以上で �
 に周期点が無いこと

が得られ�証明は終了する� �9�:� �	

最後に� � において馬蹄が存在する十分条件を記しておく� この値は数値計算値である

�
� � ���011�に比べて大きい�

命題 ��� �デバネイ-ニテキ	� 面積方向保存エノン写像 � では � � 1 において馬蹄が存在
する�

����� フランクスの結果の応用

フランクス ��� は� 平面上で定義された方向保存微分同相写像の楕円不動点の周りを回

転する軌道に対して回転数を導入した� 我々が考えている状況でフランクスの結果を適用

することは簡単で有用な結果が得られる� よってフランクスの結果をエノン写像の楕円点

�に適用した結果を簡単に述べる�

領域 �����	にあり �の周りを回転する周期軌道を見つけよう� フランクスにしたがって

�を平面より取り去り�そこに円を埋め込む� 円上の点まで拡張された微分同相写像で円

上の点の運動は記述される� もとの空間である平面 �� は� �を中心とした円筒 
� � ����	
と解釈できる� 新しい変換 �
� �	では � � �は定義されない� しかしながら上記の膨らまし

の手順で�フランクスは � � �に対しても角度を導入した� この方法をエノン写像に適用す

ると命題 ��
が得られる�

命題 ��� �フランクス	� �の回転数を ��	とする� このとき � には � � ���	� � ��	を満た

す回転数 ���	� の周期軌道の点が存在する�

初期点 �	 から出発する周期 	 の周期軌道を ����		 � ��	� ��� 
 
 
 � ����
 と記す� ここで
�� � ���� ��	 � �
�� ��	 �� � � � 	 � �	 であり� �� � � ��	 である� ここで新しい位相空間


� � ����	の普遍被覆面 � � ����	を用意する� 普遍被覆面での点を ;�� � �;
�� ��	と書く�

だたし ;
� � �である� 次に対称線 � �� は�普遍被覆面では無限に多くの対称線となる� こ

れらを区別するためにこれらを �
���

��
と書くことにする� 位置は ;
 � ��	である� ただし �

は整数とする� 他の対称線に関しても同様に表す� � は可逆であるので�ド・ボジュラエー

の定理 �	� を適用して下記の命題 ���を得る�

命題 ���� �����	の中で� �を除いた周期軌道の各点は �を時計方向に回転する� 周期軌道

は回転数 ��	 �� � ��	 � ���� � � �� 	 � �	で特徴付けられる� 各軌道の周期に関して次の
事実が成立する�

��	 ;�	 � �
�	�

��
と �	;�	 � �

���

��
� � � �かつ � � �	が成立し�途中の軌道点 � 
;�	 �� � � � �	が
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どの対称線上にもないならば� ;�	 は回転数 ��� � �	���� � �	の対称周期軌道の点である�

�%	 ;�	 � �
�	�

��
と �	;�	 � �

���

��
� � � �かつ � � �	が成立し�途中の軌道点 � 
;�	 �� � � � �	が

どの対称線上にもないとならば� ;�	 は回転数 ���	����	の対称周期軌道の点である�

��	 ;�	 � �
�	�

��
と �	;�	 � �

���

��
� � � �かつ � � �	が成立し�途中の軌道点 � 
;�	 �� � � � �	が

どの対称線上にもないならば� ;�	 は回転数 ��� � �	���� � �	の対称周期軌道の点である�

��	 ;�	 � �
�	�

��
と �	;�	 � �

���

��
� � � �かつ � � �	が成立し�途中の軌道点 � 
;�	 �� � � � �	が

どの対称線上にもないならば� ;�	 は回転数 ��� � �	����	の対称周期軌道の点である�

;�	 が対称線 �
�	�

��
� �

�	�

��
� �

�	�

��
の上にあった場合にも同様の性質が成立する�

����� 対称線における区間の定義

この小節で対称線 � �� と � �� の中に区間を定義し�その性質を述べる� これらは次の節

の議論で利用される� これらの区間は次のように定義される�

 �� � ���� � � �� � ��
�
�� !

�
�	� �����	

"�
� � �!

�
���� �

�
�	� �����	

#�� � ���� � � �� � ��
�
� ��

�
�	� ����
	

��
� � ��

�
�����

�
�	� �����	

ここで $ � �として 	���
�
�
	 � 	��!

�
�
	と 	���

�
�
	 � 	���

�
�
	が成立する� これらの区間の存在条

件は命題 ���で得られる�

同様にして � �� と � �� に区間を定義する�

 
� � ���� � � �� � ��


� � !



� 	� �����	

"

� � �!



���� �



� 	� ����1	

#
� � ���� � � �� � ��


� ��



� 	� ����0	

�

� � ��



�����



� 	� ����6	

ただし $ � �として 	���


� 	 � 	��!



� 	と 	���



� 	 � 	���



� 	が成立する�

式 �����	から ����6	までの条件 $ � �について説明しよう� 区間  

�
と #


�
は存在しない

ことを示す� ������ ����	��
�� ������		が � �� と交差していれば�対称性より ����は � ��

と交差する� しかし�これは不可能である� なぜなら交差点の �座標は正でなければならな

いが� ����は � � �の領域にあるからである� よって  

�
と #


�
に対する条件 $ � �が得られ

た� 次に  

�
と #


�
が存在するパラメーター領域があることを示す� パラメーターを増加し�

馬蹄が完成した状況を考えよう� すなわち ������ �������
は �� と接触し� ������ �������

は ������ ����
�� �����	と接触している� この状況で ������ �������

は対称線 � �� と � ��

に交差している� これは  

�
と #


�
が存在していることを意味する�

ここで ���"
�
�
	を "�

� が対称線 � �� の中に生じる臨界値とする� これは定義より  �� が � ��

に生じる臨界値 ��� 
�
�
	に等しい� 同様の表現 ����

�
�
	� ���"



�
	� ����



�
	を用いる� 馬蹄が完成



��� 基本的道具 �

する臨界値を �
� とする� これは ����
�
�
	でもある� これらの臨界値に関して命題 ���が成

立する�

命題 ��	� � � � では� 区間 "�
�
�$ � �	� ��

�
�$ � �	� "


� �$ � 
	� �

� �$ � 
	 は存在する�

	���
�
�
	 � ���が成立する� また � � ���"



�
	 � ����



�
	 � �
� が成立する�

証明� � � �において�  �
�
が存在することを証明する� これより "�

�
�$ � �	が存在すること

が導かれる� %を �から出た不定多様体の最初の引き返し点とする� ここで引き返し点とは

不安定多様体の傾きが発散する点である� 弧 ��� %	��
は �に関するグラフである� �に関す

る対称性より�弧 �%�� ����
�%� � �%	も同様である� これらを � � &���	と � � &���	と書く�

�� � ��� であることより次の関係が得られる�

&���	 � �&���	 � � ��	� ����,	

&���	に関する関数方程式は式 ����	と ����	より導かれる�

&��� � &���	 � � ��		 � &���	 � � ��	� �����	

&���	の �に関する非線形部分を 
��	としよう�

&���	 � '�� �
��	� �����	

ここで '� � �
�

�� � �� � �	��� 
��	 � ��
���	 � �である�

ブラウン ��� は� � � � � 	��%	 において &��

� ��	 � � と &��

� ��	 � � が成立することを証

明した� これより � � � � 	��%	 において 
����	 � � と 
��	 � � が成立する� 方程式

�&���	 � � � ��	 �� � �	の解が点 �の �座標を決める� 一方 &���	 � � �� � �	が点 �の �

座標を決める� ブラウンの証明より� � � �では２点 ���で安定多様体と不安定多様体は横

断的に交差していることが分かっている� これより �が最初の引き返し点ではないことが

分かるので� 	���	 � 	��%	が得られる� &��

� ��	 � �より� 	���	 � 	���	が導かれる� 以上をま

とめて �� は領域 	���	 � � � 	���	に位置することが得られた�

� �� の点 � � ����� �	とその像 �� � ���� � ���� ���	を考える� ここで関係 ��� � ��� �

	���	が成立しているとする� これより � �� の像が �� と交差することが分かる� これは  �
�

の存在を意味する� 以下で関係 ��� � ��� � 	���	を証明する�

� � � � ��	 と � � �'�� の交点で原点でない交点を �� とする� 直接計算より 	���
�	 �

�
� � ���が得られる� � � �では� ��� � ��� �

�
� � ��� � 	���

�	 � 	���	が成立する� 最

後の不等式を導く際に� &��

� ��	 � �を利用した� 以上で証明は終わる�

���
�
は弧 � ��� �� にあるので� 	���

�
�
	 � ��� が得られる� � � ���� であることより�

���� � �������	は � �� の下部にあることが分かり� ���� は � �� と交差することが分か

る� よって #�
�
と ��

�
�$ � �	の存在は保証される� 次に ���� � �
��� �	は � �� の上部にある

ことより� ���� は � �� ならびに � �� と交差することが分かる� 以上より  

�
� #


�
� "


�
�$ � 
	�
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�

�
�$ � 
	の存在が示された� 馬蹄が完成する前に区間 "


�
が先に � �� の中に生じる� 次に

�

�
が生じる� これより最後の不等式が導かれる� �9�:� �	

数値計算で ���"


�
	 � ���0と ����



�
	 � ��00が得られる� これらは �
� と比べ確かに小

さい�

ラムダ補題を利用して次の命題 ��1は証明できる�

命題 ���� $ � �では�区間 � ���"��

�
は単調に �� に漸近する� 同様の事実は � ������


�
につい

ても成立する�
!��
���

� ���"
��

�
� �� � !��

���

� ����
��

�
� �����	

� � �で� � は周期倍分岐を起こす� 分岐が生じた結果 �� �� は � �� と交差し� �� �� は

� �� と交差する� これらの交差点は周期２の周期点である� これらを ���� ��
と記す� �� は
� �� にあり� �� は � �� にあるとする� 命題 ��0で � � と �� � の関係をまとめておこう� これ

らは直接計算より導かれる�

命題 ���� � � �では� � ��� ��	� ��
は �� � � � ��が � � で２分される上部の成分にある� 一

方� � ���� �	� ��
は下部の成分にある� 同様に � ��� ��	� ��

は下部の成分にあり� � ��� ��	� ��
は

上部の成分にある�

安定多様体と不安定多様体は �と �の間の �軸と無限に交差を繰り返す� そのために

この区間は無限に多くの区間  �
�
と "�

�
で分割されることになる� �から「回転分岐」で生

じた周期軌道の点で �軸にある点は "�
�
に存在する� なぜなら�区間  �

�
には周期点が無いか

らである� ここで周期軌道の表現に関して記号を導入する� 表現 ���		� � "�
�
は �より分

岐した対称周期軌道で回転数は ��	で区間 "�
�
に軌道点を１つもつ� 区間の出現と周期軌

道の出現の関係を意味する表現 "�
�
� ����		� � "�

�
�を用いる� これは「区間 "�

�
の存在は周

期軌道 ���		� � "�
�
の存在を導く」と読む� 命題 ��6で区間 "�

�
と周期軌道 ���		� � "�

�
の関

係を述べる�

命題 ��
� $ � �に対して下記の関係が成立する�
"�
� � ������$ � �		� � "�

���

"�
� � ������$ � �		� � "�

���

��
� � ������$		� � ��

���

��
� � ������$ � �		� � ��

���

次に $ � �に対して下記の関係が成立する�
"

� � ������$ � �		� � "


� ��



��
 力学的順序と擬アノソフ性質 �

"

� � �����$ � �		� � "


� ��

�

� � ����$	� � �


� ��

�

� � ��
���$ � �		� � �


� ��

証明� � の内点は写像 � によって � の周りを時計回りに回転する� � 
"�
�
�� � � � $	 は �

軸の上部に存在する� 区間の端点の像 � �!�
���
は ����� 上にあり� � � の上部にある� 一方

の端点の像 � ���
�
は �� の上にあり� � �� の下部にある� これより � �"�

�
は � �� と交差する�

� �!��� と � ��� は � �� の反対側にある� よって交差点の個数は奇数である� ただし�接触点

は２個と数える� この事実より交差点の中には �から分岐した点が必ずある� 命題 �����	

で � � �� � � $と置くと�この点は �����$ � �		� � "�
� の点であることが分かる�

点 � ���!�
���
は �� 上にあり �軸の上部にある� 一方の点 � �����

�
は ����� 上にあり �軸の

下部にある� よって � ���"�
�
は � �� と交差する� 命題 �����	で � � �� � � $ � �と置くこと

で�この点は �����$ � �		� � "�
�
の点であることが導かれる� その他の関係式も同様にして

導くことができる� �9�:� �	

��� 力学的順序と擬アノソフ性質

この節では力学的順序を導く� 順序関係を表現するために下記の記号を導入する�

�
�

	

�
��

� (�
� �

�
��

	�

�
��

� (
�



� ����
	

ここで �� 	� ��� 	� は正の整数である� ���		�� と ����	�	�� は� 両方ともサドルノード分岐

で生じた対称周期軌道を表す� (�
�
� (

�



は式 �����	� �����	� ����1	� ����6	で定義された区間

の一つである� 添え字 �と �は �または )を表し� ( は区間名 "または � を表す�

式 ����
	は�「���		�� � (�
�
は ����	�	�� � (

�



を強制する」と読む� 周期軌道 ���		��の

点が (�
�
にあれば�周期軌道 ����	�	�� の点が (

�



にあることを意味する� 同様の強制関係

を <�<または <�<で表現する� 記号 <�<で区間の間の順序関係を表す� (�
�

� (
�



は� (�

�

が存在すれば (
�



が存在することを表す� 以下では簡単のために ���		�� を ��	と書くこ

ともある�
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����� 力学的順序

定理 ���� 表 ��� ��	4��	の力学的順序が成立する�

表 ����

��	
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注意� 区間 ��
�
が生じる臨界値は�馬蹄が完成する臨界値に一致する� 我々の興味は馬蹄が

完成する前の力学にある� よって ��
�
における周期軌道は考えない� 次に� �


�
で生じる周

期軌道を見つける方法がないため� �

�
における周期軌道も考えない� 以下では表 �����	の

順序関係のみ証明する� 同様の手法で�他の順序関係も証明できるので省略する�

表 ������ の証明� 命題 ��1 から� 弧 � �"�
�
� � �"�

�
� 
 
 
� ��� は左上から右下へとこの順に並

んでいる� これらの弧のうち � ��� � �"�
�
� � �"�

�
の配置を図 ���に描いた� $ � �に対して�

� ���"�
���

� � �� � �は � ���"�
�
� � �� � �を導く�そして �� � � �� � �は � ���"�

�
� � �� � �を

導く� この関係は表の第１列を意味する� 他の列に関しても同様にして証明できる�

次に第１行の順序関係を証明しよう� �� � ���� ��	を ����	�� � "�
�
の軌道点とする� ただ

し �	 � "�
�
であるとする� 命題 �����	で � � �� � � �とすると� �� が � �� 上にあることが分

かる� ����	�� � "�
�
が生じたときを考えよう� つまり � �"�

�
と � �� は接触点 �� をもつ� 可逆
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�
の証明� � �
�

�
�細線：赤線�は � �� �太い曲線：緑

線�と交差している� � �
�
�
�まっすぐな太い線：青線�は � �� に接している�

性より �� � ��� と �� � 
�� が得られる� �� � �と後者の関係より� �� � �が得られる�

�� は � �� の下部に� �� は � �� の上部あることを示そう� 
に関する対称性と２つの関係

�	 � ��� �� � �� を利用して次の式が得られる�

�� � �� � ��� � ��	 � ��� � ��	 � �	 � ��� �����	

�� � �� ならば �� � ��� より� �� は � �� の下部に� �� は � �� の上部にあることが分かる� こ

のことは� �	 � �� が成立しておれば :=� �����	より簡単に導かれる� 以下では �	 � �� を

仮定して矛盾を導く�

�� � �	 � ���より � ���	 � � ��		が得られる� �� � �であることに注意すると下記の関

係が得られる�

�� � �� � ��	 � � ��			 � ��� � �� � � ���		 � �� �����	
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一方 �� � ��� より �� � �� が得られる� よって式 �����	は矛盾である�

上で得た結果と命題 ��0より� �� は ��� ��	� ��
にあることが得られる� �� は � �� の下部に

ある� また � �"�
�
の２つの端点は � �� の下部にある� 弧 � �"�

�
は�これらの２つの端点をつ

なぐ連続曲線で途中に �� を含む� よって � �"�
�
は � ��� � ��� � �� とこの順番で交差する� 交

差点 � �"�
�
� � �� は �
�0	�� � "�

�
の軌道点の１つである� 第１行の最初の順序関係は証明さ

れた�

第２の順序関係を証明する� ��� � ��
�

�� �
�

�	を �
�0	�� � "�
�
の軌道点とする� 弧 ��� ��	� ��

に対して �から �� への向きで方向を与える� ��� ��	� ��
の像に対しても同様に方向を与え

る� ��
�
は ��� ��	� ��

� � �� にあることを証明する�

実際� � �"�
�
は �� に来て� � ��� ��	� ��

に左から近づく� ここでは � ��� ��	� ��
の方向を自然

な方向としている� なぜなら � �"�
�
は �� に来て� ��� ��	� ��

に左から近づくからである� こ

こでは ��� ��	� ��
の方向を自然な方向としている� よって � �"�

�
は必ず ��� ��	� ��

と交差し�

その一つが ��
�
である�

次に命題 ��0より ��
�
は � �� の上部にある� これは � �"�

�
が ��� ��	� ��

と交差しているこ

とを意味している� 交差点は周期軌道 ���,	�� � "�
�
の点である� よって �
�0	�� � "�

�
�

���,	�� � "�
�
が得られた�

一般に �����
� 
を ����	���� � �		�� � "�

�
の点� �������

� 
を ���� � �	���� � 
		�� � "�
�
の点と

する� そうすると ��� は ��� ��	� ��
にあり� ����� は ��� ��	� ��

にあることが分かる� この事実

より第１行は証明される� 残りの行の証明も同様である� �9�:� �	

����� 周期軌道の生じる臨界値の関係

いくつかの臨界値を導入し�これらの間の関係を議論する� 表 �����	��%	の周期軌道の位

置を決めるために行列表示を用いる� 表 �����	の �$� �	要素は �� � � �	����$ � �	 � �		�� � "�
�

を意味する� 例として表 �����	の ��� 
	要素は �����	�� � "�
�
である� �����

� �$� �	を表 �����	

の �$� �	要素がサドルノード分岐で生じる臨界値とする� 次に極限で定義された臨界値を考

える�
���$	 8� !��


��

�����
� �$� �	� ����1	

��� �	 8� !��
���

�����
� �$� �	� ����0	

�� 8� !��

��

�!��
���

�����
� �$� �		� ����6	

これらの関係について説明する� このために �の不安定多様体と安定多様体の構造を考え

る� �が周期倍分岐をした後� �は反射を伴うサドルとなる� よって �の不安定多様体と

安定多様体が定義できる�

��

� � ��

� ��	 ��
�

� � ��

� ��		を �より右方向に伸びている不安定多様体 �安定多様体	

とする� 次に ��

� � ��

� ��	 ��
�

� � ��

� ��		を �より左方向に伸びている不安定多様体 �安
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定多様体	 とする� ��

� ��
�

� 	 が � �� と最初に交差する点を �� とし� ��

� ��
�

� 	 が � �

��
と最

初に交差する点を �� とする� ��� ��	��

�
と ��� ��	��

�
で囲まれた開領域を �� とする� また

��� ��	��

�
と ��� ��	��

�
で囲まれた開領域を �� とする� 詳細は参考文献 ����を見よ�

� と �は ��

� と � �"�
�
の交点で�互いに隣にあるとする� ここで Æを ��� �	� ���

�

と ��� �	��

�

で囲まれた開領域で� �� に含まれているとする� ２つの点の未来への像は �へと漸近す

る� 面積保存性より � ����"�
�
が ��� ��	� ��

と交差する整数 �	 �� �	が�必ず存在する� 交差
点は ���	 � �	����	 � �		�� � "�

�
の点である� � �"�

�
が ��

� と２点で交差する限り�表 �����	

の第１行の周期軌道は存在する� 同様に � ���"�
�
が ��

� と２点で交差する限り�表 �����	の

第 $行の周期軌道は存在する� よって ���$	は弧 � ���"�
�
が ��

� と最初に接触する臨界値で

ある� �� が � �� に接触すると� すべての � ���"�
�
�$ � �	は � �� と交差する� 同様に � 
����

が � �� と接触すると� すべての � �� 
"�
�
�$ � �	 は � �� と交差する� よって ��� �	 � � � �	 は

� 
���� が � �� と最初に接触するパラメータ値であることが分かる� �� か ��

� と接触する

と�すべての � ���"�
�
�$ � �	は ��

� と交差する� よって �� は �� が ��

� と接触するパラメー

ター値である�

数値的にいくつかのパラメーター値を計算する� 例として ����	 � ����� �� �

���,� ����	 � ���011� �� �
�	� ����	 � ��00� これより定理 ���が適用できるパラメーター

領域は ���� � � � ���011�であることが分かる�

定理 ���に含まれない無数の対称周期軌道が存在する� 我々は�これらに対する力学的順

序を決める方法を知らない� 今後の課題である�

����� 擬アノソフ性質

この小節では� エノン写像で表 �����	��%	の対称周期軌道が生じる臨界値に対して位相

的エントロピーの下限を計算する� 計算方法として２つの方法を利用する� 一つの方法は�

我々が他の系 �����
� で利用した組み紐を利用する方法である� 二つ目の方法は馬蹄の中の

軌道に対する記号列を用いる方法で�ホール ��� によって利用された方法である�

� から � への組み紐を構成しよう� 表 �����	-��	の �$� �	要素の周期軌道の組み紐を �
����

�� 


と表す� �は � � *を表す� 図 ��
に表 �����	の ��� �	要素である ����	�� � "�
�
の組み紐の

構成の仕方を描いてある� 上面の � から下面の � までの間に組み紐がどのように絡むのか

を見るために� �から �への組み紐を追加してある� 最後にこの紐は取り除く� そして組

み紐を生成元 ���
�
で表示する� 得られた結果を次に示す�

�
����

���
� ���

� ���
� ���

� ���
� ���

� ���
� � ���

� ���

 � ����,	

ここで ���
�
� ���

���
���
���


 
 
���
�
�

ライデマイスター移動とマルコフ移動を行うと�式 ����,	の最後の関係を得られる� 式

����,	の記号 �は２つの組み紐がマルコフ同値であることを意味している����
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図 ��
 ���	��� � 
�
�
に対する組み紐 ���� � ���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
���

�
� � �� �� �� � � � � ��は

軌道点 
� を表す� 上下の楕円面は � を表している� 中央の太い線は �から �への組

み紐を表す�

ホールの方法を適用するためには馬蹄を完成させる必要がある� 図 ���に馬蹄が完成し

たときの安定多様体と不安定多様体を描いてある� 臨界値は �
� � ���011�である� ここで

軌道の記号を次のようにして決める� � の過去への像と � の共通部分は２つある� �を含

む部分に軌道があれば記号 �を与え� �を含む部分にあれば �を与える� 馬蹄が完成後の

� の中の最大の不変集合を �とする� この �こそが馬蹄の本体である� �はカントール集

合である� 定理 ���で得られたすべての対称周期軌道は �の中にある�

馬蹄の中の任意の点は記号 �と �の両側無限列で表現される� 周期軌道の場合は特殊な

語の繰り返しとなる� ここで表 �����	の �$� �	要素の記号列を �
����

�� 

と記す� 他の表 �%	-��	

に関しても同様の表現を用いる� 例として ����	�� � "�
�
は�実際は２つの軌道を表してい

るので下記の２つの表現を持つ�

���
��� � �

���� ����� ���
�	

ここで省略形 �� � ���� �� � ��を用いた� ２つの軌道の違いは図 ���を見ることで理解で

きるであろう� 図 ���の上図で描かれた軌道がサドル軌道であり�その記号列は ���� であ

る� 下図は反射を伴うサドル軌道であり�その記号列は ����� である�
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図 ��� 周期軌道の符号化法� ２つの対称線は細い線で表現されている� ２つの不動

点 �と �は小さな黒い円盤で示されている�

表 �����	��%	の各要素に対する組み紐 �
����

�� 

� �

����

�� 

ならびに記号列 �

����

�� 

� �

����

�� 

を決定するこ

とができる� 結果は表 ���に載せてある� ここでは上付きの添え字は省略した�

表 ����

��	 �$� � � �	 �%	 �$ � �� � � �	

��� 
 �
� 


� 
��
���

���� 
��
�
� 


� 
��
���

���� 


�� 
����� �� 
�������

��� 
 ������ � � � �	 �������� � � � �	

���� 
������� � � � �	 ���� 
��������� � � � �	

表 �����	��%	における �$� �	要素の対称周期軌道の生じる臨界値を数値計算する� 更に�

ホール ��� の開発したソフトウェアーを利用して位相的エントロピーの下限を計算する�

このとき記号列を利用する� 上記で得られた組み紐のビューロー �7����	行列表示を利用

して位相的エントロピーの下限を計算した� ２つの方法で得られた値は同じであることを
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�
�
の２つの軌道� これらは馬蹄の中にある� 数字 �は軌道点 
� を意

味する� 上の軌道の記号列は �����で�下の軌道の記号列は �����である�

確認した�

表 ��
に�周期が �から ��までの対称周期軌道の最大固有値 
��� と臨界値を記載した�

位相的エントロピーの下限は !�
��� である� 式 ����0	から期待されていたように !�
���

は急速に !� �に収束している�

周期軌道の「高さ」という概念はホールによって導入された��� ���		�� を表 �����	��%	

の軌道とする� ���		�� の高さは組み紐型の不変量で� 値は ��� ����である� 力学的な意味

は ���		�� に対する回転数区間の左端点の値である� 表 ��
に軌道の高さを記載した� こ
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の値は ���		�� � "�
�
�$ � �	に対しては ����$ � �	であり� ���		�� � ��

�
�$ � �	に対しては

����$	である� 高さは命題 ��6で得られた周期軌道の回転数に等しいことが分かる�

表 ��
より２つの周期軌道 �と �� を選ぶ� �から計算される位相的エントロピーの下限

を 
�����	とし� +��	をその高さとする� �� に対しても同様な量を定義する� ホール ����	� が

証明した定理は� 
�����	 � 
�����
�	ならば� +��	 � +���	が成立することを述べている� こ

の事実は表 ��
より確認できる�

表 ����

軌道 高さ 
��� 臨界値 軌道 高さ 
��� 臨界値

��� � "�
�

��
 ��0�� ����, ��1 � ��
�

��� ��66
 ���1,

��0 � "�
�

��� ��,�1 ���0�� ��6 � ��
�

��1 ��,0� ���01


�0 � "�
�

��
 ��1�� ��0
� 
�6 � ��
�

��� ��01� ��00�

��, � "�
�

��0 ��,60 ���01� ���� � ��
�

��6 ��,,� ���011


�, � "�
�

��� ��6
� ��001 
��� � ��
�

��1 ��61� ��000

��, � "�
�

��
 ���1� ��1�� ���� � ��
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����� 応用

定理 ���の証明では�関数 � ��	そのものを利用していない� 平面の写像として下記のよ

うな写像を考えよう�

���� � �� � �����	� ���
�	

���� � �� � ����� ���
�	

ここで次のような条件が成立しているとする�

��� � � ��

��� ���	 � ���	 � �� ���	 � � �� � � � �	� ���	 � � �� � �	� ����	 � �� ����	 � ��

�
� ���	は � � � � �において極大を一つもつ�



��
 力学的順序と擬アノソフ性質 ��

以上の性質より�この写像は可逆であり� � � �と � � �����	��を対称線としてもつ� こ

れらの性質はエノン写像と同じである� よって不動点 ��� �	の周りにおける対称線の写像

による振る舞いも同じである� 例としてロジ写像 �����	 � � �� � � � ���	� ��� ���� � �		

とか３次関数写像 � ����	 � � � ��	はこれらの条件を満たす� よってあるパラメータ領域

で定理 ���は成立し�擬アノソフ性質も成立する�
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第 �章

エノン写像における一般化力学的順
序と位相的エントロピー

面積保存かつ方向保存写像では�対称線の像はサドル不動点 �の不安定多様体に漸近す

る� 一方過去への像は �の安定多様体に漸近する� 安定多様体と不安定多様体の接触の前

後で４つの一般化力学的順序が導かれる� これらは対称周期軌道の出現順序を決定する�

面積保存かつ方向保存エノン写像に対してこれらの力学的順序を導いた� これらに含ま

れる対称周期軌道の記号列またはトレリス法を用いて位相的エントロピーの下界を計算

した�

��� 序

サドル不動点またはサドル周期点の安定多様体と不安定多様体の接触は非常に興味ある

現象を引き起こす��� つまり安定多様体と不安定多様体の接触から交差への過程で系の複

雑さが増大する� そのために多くの研究がなされている� 写像が２つの対合の積で記述さ

れるとき�系は可逆であると言われる��� この系は対称線を持つ��� 対称線の未来への像はサ

ドル不動点の不安定多様体に漸近し�過去への像は安定多様体に漸近する� その結果�安定

多様体と不安定多様体の接触の前後で無限個の対称周期軌道がサドルノード分岐または同

周期分岐で生じる� これらの周期軌道に対する力学的順序 � C	が決定できる� この  Cは

２次元の順序関係として表現される����
�  Cに含まれる周期軌道の情報を利用して位相的

エントロピーの下界 
��� を決めることができる������ つまり  Cは安定多様体と不安定多

様体の接触の前後における系の複雑さに関する情報を与えてくれる� 以下では  Cを利用

して系の複雑さを解析する方法を力学的順序法 � C>	と呼ぶ�

コリンズによって開発されたトレリス法は位相的エントロピーの下界 
��� を決める有効

な手法である� この方法はトレリスを用いる� トレリスとはサドル不動点の安定多様体と

不安定多様体の絡まりの有限部分である� 
��� を計算するにあたっては�安定多様体と不安
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定多様体の交差の状況より接触の状況が�より簡単にトレリスに対応する適正グラフを構

成できる� そのため以下では接触の状況のみを考える� また別の方法として  Cに含まれ

る周期軌道の組み紐または記号列を構成し位相的エントロピーを計算する方法もある� こ

れらの方法を利用する場合は�ホール �� によって開発されたソフトウェアー ���$��
を利

用すると便利である�

上で述べた方法はニールセン・サーストン理論 �+�	�	���� をベースとしている� 線路算

法 ������ ����� �"����8��>	は +�のアルゴリズム的な証明である���� トレリス法の有効

性の証明も ��>を利用して行われた� 我々は適正グラフまたは組み紐（記号列）を構成

した後に遷移行列 � を決定する� 行列 � の最大固有値 
��� が得られると�位相的エント

ロピーの下界は 
��� � !�
��� と決まる�������

この論文では面積保存かつ方向保存エノン写像の力学的順序の族を導く���� 我々は 
���

を求めるためにトレリス法と  C>を利用する� ��� �	平面における面積保存かつ方向保存

エノン写像 �� のオリジナルな表現を以下に示す�

���� � �� � � � K���
�� ����	

���� � ���� ����	

ここで K� � �はパラメーターである� 座標変換とスケール変換を行うと �� は次のような

シンプレクティック形式の写像 � として書ける�

���� � �� � � ���	� ���
	

���� � �� � ����� ����	

ここで � ��	 � ��� � ��	 �� � �	� � は � � ��� �	と � � ��� �	の２つ不動点をもつ� �はサ

ドルであり�一方 �は � � � � �では楕円点� � � �では反転型サドルである� � � �で� �

は周期倍分岐を起こす� シンプレクティック形式の写像 � は �の安定多様体と不安定多様

体の構造また対称線の構造を理解する際に便利である� 以下では � を用いてエノン写像の

解析を行う�

ビーハム・ウェンツェル �
����� によって開発された巧妙な数値計算法を用いるとエノン

写像の周期点の個数を調べることができる�������� ここでパラメーター �を固定し� 	��� を

最大の周期数とする� この最大周期数までの周期軌道の総数を (����
��	とする� 文献 �0	で

は 	��� は ���文献 �6	では ��である� (����
��	のグラフにはいくつかの興味ある性質が

ある� 先ず (����
��	は �に関して単調増大関数である� (����

��	のグラフには多くの平坦区

間が存在している� これより 
��� は �に関して単調増大関数であり�その値が一定である

区間があることが分かる� これらを説明するために枝刈り理論をはじめとしていくつかの

アルゴリズムが開発されている����

(����
��	のグラフの平坦区間の２つの端点は �の安定多様体と不安定多様体の接触と関

係している� よって 
��� を計算するためにトレリス法を平坦区間の両端の状況に対して用

いる� また両端の近傍においては  C>を利用する�



��� 基本的道具 �	

これから �
� を写像 � において馬蹄が完成する臨界値とする� 臨界値の数値計算によ

る値は ���011 
 
 
である� この臨界値より少し小さいパラメーター領域において� 
��� と

(����
��	の振る舞いは非常に詳しく調べられている������� 我々もこのパラメーター領域に

ついて ��で詳しく調べる� 最大の平坦区間は 
���� � � � �����にある���� この領域につ

いては ��で調べる�
��では以下で使用する基本的な概念と道具について説明する� ４つのタイプの力学的順
序を �
で導く� 位相的エントロピーの下界の計算は ��と ��で行う� 最後の �1で�平坦
区間と双曲性の関係等を議論する�

��� 基本的道具

����� 対称線とホモクリニックローブ

エノン写像 � は可逆 �バーコフの意味での	である� すなわち � は２つの対合 
と �の

積で以下のように表現される�
� � 
 Æ �� ����	

ここで対合 
と �は下記のように定義される�

�

�
�

�

�
�

�
�

�� � � ��	

�
� ���1	




�
�

�

�
�

�
� � �

��

�
� ���0	

�"��
 ��"��� � ��であることに注意する� 
と �の不動点の集合は対称線と呼ばれる���


に関する対称線を � � と� �に関する対称線を � � とする�

� � � ���� �	 8 � � �
� ���6	

� � � ���� �	 8 � � � � ��	��
� ���,	

�� � ����	を �から右上方向に出ている不安定多様体とする� また �� � ����	を右

下方向から �に入る安定多様体とする� これらの構造と対称線の関係を説明する� 安定多

様体 �� は最初に � � と � で横断的に交差し� 次に � � と �で交差する� 不安定多様体 ��

は最初に � � と �で交差し�次に � � と �で交差する� �� と�� が �と �で横断的交差する

ことはすでに証明されている��	� �と �はプライマリーホモクリニック交差点である�

１次元多様体 �の開弧を ��� �	�と記す� 多様体 �の方向を自然な方向にとる� 左の端点

�が右の端点 �に比べ上流にあるとする� 閉弧は ��� ��� と�半開弧は ��� ��� と記す� ここ

で４つの閉弧 �� � ��� ����
� �� � ��� ����

� �� � ��� �����
� �� � ��� �����

を用意する� �� と

�� で囲まれた開領域をホモクリニックローブ � とする� また �� と �� で囲まれた開領域
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図 ��� サドル不動点 �の安定多様体を���不安定多様体を�� とする� � と � はホ

モクリニックローブ� �と �は横断的ホモクリニック交差点である� ２つの対称線は

� � ��軸�と � � で表されている� 	 � ��

をホモクリニックローブ � とする� ４つの弧 ��� ����
� ��� ����

� ��� �����
� ���� ����

で囲ま

れた閉領域を � とする� これらは図 ���に描かれている�

次に馬蹄が丁度完成した状況 �� � �
�	を考えよう� 記号 �����
は集合 �の内点を表す�

図 ���では ������ � ����
は４つの領域に分かれている� サドル �は領域 �	 � +	 に含ま

れている� もう一つの不動点 �は �� � +� に含まれている� � � �
� において�位相的エン

トロピーの下界は 
��� � !� �である� もし軌道点が �	 にあるならば�その点の記号は �と

する� また �� にあるならば記号は �とする� この規則にしたがって周期軌道の記号列を決

めることができる�

次の命題 ���は (����
��	のグラフの平坦部分の起源を考えるときに必要になる� 証明は

文献 �	にある�

命題 ���� ホモクリニックローブ � と � の中に周期点は存在しない�

����� 対称線上の区間

以下で使用する対称線の４つの部分に名前を付けておく�

� �� � ���� �	 8 � � �� � � � � �
� �����	



��� 基本的道具 ��

x

y

P

W u

W sV0

V1

H0
H1

図 ��� 馬蹄が丁度完成したときの �� と �� の構造� 縦の２つのベルト �� � �����

を �� と �� とする� 一方横の２つのベルト �� � ���を �� と �� とする�

� �� � ���� �	 8 � � �� � � � � 	���	
� �����	

� �� � ���� �	 8 � � � � ��	��� � � � � �
� �����	

� �� � ���� �	 8 � � � � ��	��� � � � � 	���	
� ����
	

ここで 	���	は点 �の �座標を表し� 	���	は �座標を表すものとする�

次に � �� と � �� 上に区間を定義する�

 � � ���� � � �� � ���� !�	� �����	

"� � �!���� ��	� �����	

#� � ���� � � �� � ������	� ����1	

�� � ��������	� ����0	

ここで $ � �に対して関係 	����	 � 	��!�	と 	����	 � 	����	が成立する�

点 �	 の軌道を ���		 � �� � � � ���� �	� ��� ��� � � �
で表す� もし �	 が周期 	の周期点の一つで

あるとするなら�その軌道を ���		 � ��	� ��� 
 
 
 � ����
と書く� 対称周期軌道 ���		の場合�

�	 � "�� �� � � 
 が成立する� ただし�これらの間の軌道点 �	�� � � � �	はいかなる対称線

上にもないとする� この周期軌道の周期は 	 � �� � �であることがド・ヴォジュラエー ��

の定理より分かる� これらの周期軌道の出現順序を �
で導く�
次の命題 ���は対称線の未来の像が不安定多様体に漸近し�過去への像が安定多様体に

漸近することを意味している� これらの関係はラムダ補題より証明できる����
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命題 ����

!��
���

� ���"� � �� � !��
���

� �������� ����6	

!��
���

�������"� � �� � !��
���

������������ ����,	

２つの関係式 
� ���"� � �������
"� � �������"� と 
� ������� � �� ������� �

������������ � ����������� を利用すると�式 ����,	は式 ����6	より導出できる� �� の方向

を自然な方向としてとると� 式 ����6	の "� と ���� の像は �� の右側にある� 式 ����,	の

"� と ���� の過去への像は �� の右側にある�

����� トレリス法と ���の解説

トレリス法と  C>法について簡単に説明する�

トレリス法のアルゴリズム ��

���安定多様体と不安定多様体の部分でトレリスを構成する�

���トレリスの安定多様体部分に制御辺 ��4辺	を描く�

�
�隣接する２つの制御辺を１本の拡張辺 �"4辺	で結ぶ� �4辺と "4辺の集合を適正グラフ

�と呼ぶ�
��� �4辺の像を確定する�

��� �4辺を含んでいない �の辺の不変集合があれば�これらの辺は点につぶす�
�1�遷移行列に寄与しない拡張辺を消去する� こうして得られた簡単化されたグラフを ��
とする�

�0�遷移行列 � を構成し�その固有値を計算する� 最大固有値を 
��� とすると位相的エン

トロピーの下界は !�
��� と得られる�

���の手順

���安定多様体と不安定多様体の接触状況を考える�

���接触の前後でサドルノード分岐で生じる対称周期軌道の出現順序 � C	を構成する�

�
�  Cに含まれる周期軌道の記号列を決定する�

���この記号列とホールの開発した ���$��0を用いて遷移行列の最大の固有値 ;
��� を計算

する� 位相的エントロピーの下界は !� ;
��� で与えられる�



��
 力学的順序 ��

��� 力学的順序

����� 定理

定理 123� � � �と �� � �を整数とするが�同時に �にならないとする� � ��� と ������ が

� � ����
��	で２次接触すると仮定する� ここで ��� � � � �� である� 更に � � ����

��	で両者

は横断的交差をすると仮定する� � � ����
��	で � ��� と ������ が接触しているときに存在

している区間 "� の添字 $を $���
��	 �$� と略記	とする� そうすると下記のタイプ 5から 5*

までの力学的順序が成立する�

表 ������タイプ ��力学的順序�

����� � ����� � ����� �
"�� ��� � ��	 � �$� � � � ��� � ��	 � �$� � 0 � ��� � ��	 � �$� � , �
� � � �

"���� ��� � ��	 � �$� � 0 � ��� � ��	 � �$� � , � ��� � ��	 � �$� � �� �
� � � �

"���� ��� � ��	 � �$� � , � ��� � ��	 � �$� � �� � ��� � ��	 � �$� � �
 �
� � � �

"���� ��� � ��	 � �$� � �� � ��� � ��	 � �$� � �
 � ��� � ��	 � �$� � �� �
� � � �

表 ����	�タイプ ��力学的順序�

����� � ����� � ����� �
"�� ��� � ��	 � �$� � � � ��� � ��	 � �$� � 0 � ��� � ��	 � �$� � , �
� � � �

"���� ��� � ��	 � �$� � 0 � ��� � ��	 � �$� � , � ��� � ��	 � �$� � �� �
� � � �

"���� ��� � ��	 � �$� � , � ��� � ��	 � �$� � �� � ��� � ��	 � �$� � �
 �
� � � �

"���� ��� � ��	 � �$� � �� � ��� � ��	 � �$� � �
 � ��� � ��	 � �$� � �� �
� � � �
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表 ����
�タイプ ���力学的順序�

����� � ����� � ����� �
"�� ��� � ��	 � �$� � � � ��� � ��	 � �$� � 0 � ��� � ��	 � �$� � , �
� � � �

"���� ��� � ��	 � �$� � 0 � ��� � ��	 � �$� � , � ��� � ��	 � �$� � �� �
� � � �

"���� ��� � ��	 � �$� � , � ��� � ��	 � �$� � �� � ��� � ��	 � �$� � �
 �
� � � �

"���� ��� � ��	 � �$� � �� � ��� � ��	 � �$� � �
 � ��� � ��	 � �$� � �� �
� � � �

表 ������タイプ ��力学的順序�

����� � ����� � ����� �
"�� ��� � ��	 � �$� � � � ��� � ��	 � �$� � 0 � ��� � ��	 � �$� � , �
� � � �

"���� ��� � ��	 � �$� � 0 � ��� � ��	 � �$� � , � ��� � ��	 � �$� � �� �
� � � �

"���� ��� � ��	 � �$� � , � ��� � ��	 � �$� � �� � ��� � ��	 � �$� � �
 �
� � � �

"���� ��� � ��	 � �$� � �� � ��� � ��	 � �$� � �
 � ��� � ��	 � �$� � �� �
� � � �

注意事項� 表 �����	4��	の読み方等について説明する�

�	左と上部の箱の中に記載されている "� ならびに �� は ����で定義された対称線上の区
間の名称である� 右矢印 ��	は区間の出現順序を表している� 例として ����� � ����� は

区間 ����� 存在すれば必ず ����� が存在することを意味している� 下矢印 ��	も同様の関
係を表している�

�	メインの箱の中の数字はサドルノード分岐で生じる周期軌道の周期を表している� 数字

の列の上部の箱に ����� があれば�この周期軌道は ����� に点をもつことを意味している�

同様に数字の行の箱（左の箱）に "�� があれば�この軌道は "�� に点をもつ� よってこの軌

道は�２点が対称線上にあるので対称周期軌道である�


	行が "���	 で列が ����� ならば�その周期は ��� � ��	 � �$� � ��) ��	 � 
である� この軌

道の初期点 �	 は "���	 にあり� ������������	�� は ����� にある�

�	左矢印記号 ��	は２つの周期軌道の出現順序を表している� 例として

	� � 	 �����	
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は�「	は 	� を強制する」と読む� これは「周期 	の周期軌道点があれば周期 	� の軌道点

がある」を意味する� 他の記号 ��� �� �	も同様の意味で使用する�

証明� ２つの弧 �� と �� は �以外に共通点を持たない� よって定理 ���より � � �� � �の

場合を排除できる�

任意の � �� �	に対して区間 "���	 が存在すれば� 区間 ����	�� は必ず存在する� 実際�

�������	 �� � Æ 
����	 � �����		は対称線 � �� の下部にある� なぜなら ����	 は � �� の上部

にあるからである� 更に�任意の � �� �	に対して "	 � "	�� と �	 � �	�� が成立する�

よって区間に関する順序は証明された�

区間 �����	�� は "���	 と �����	���� の間に位置している� � � �の場合の�これらの区

間の関係は図 ��
に示してある�

x

y

P

T�ic�1�u

Lic

Mic�1

TMic�1

W u

W s

S 11

S 21
図 ��
 ３つの区間 ��������� ������� 
�� の配置�
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P

T k�u

T�k Γs

T
k �ic�1

Lic

T
k �ic�2

Mic�1

T
�k �ic�1

Lic

T
�k �ic�1

Mic�1
W u

W s

S 11

図 ��� � �
�� と ����� の位置関係� � ������
�� と ��������
�� の位置関係� � �����������

と ������������� の位置関係が表示されている�

� ��� と ����� �� 
� ���	 が互いに交差していると仮定する �図 ���を見よ	� この状況

で弧 � ����������� は � ������"�� と � ��� の間にある� よって可逆性より ������������� は

��������"� と ����� の間にある� これは 
� ����������� � �� ������ ����� � �������������� �

�������������� 
�
������"�� � ��������
"�� � ��������"�� � 
� ��� � ���
�� � ����� を利用

するとことで示せる� 次に ������ を最後の３つの弧に作用すると ��������������� �
������

���������"�� が得られる� これらの３つの弧の � ��� に対する位置関係を図 �����	-��	に描い

てある� � � �として�弧 � ����� 
��"��� 
�� は � ����� 
��"��� 
 と � ��� の間にある� 一方 � � �
に対して�弧 ��������	������	��は ��������	����	と ������の間にある� $ � $�に対して�命

題 ���は次の関係を与える�
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!��
���

� �����"� � � ���� �����	

!��
���

�������������� � ������� �����	

４つのタイプの接触状況がある� 第１の接触状況は図 �����	に描かれている� これをタ

イプ 5接触と呼ぶ� これ以外の３つの接触状況は図 ����%	-��	に描かれていて�同様にタイ

プ 55�555�5*と呼ぶことにする� 図 �����	と �%	において�パラメーターを単調に増大すると

弧 ������ は上方に伸びて � ��� と２次接触する� 図 �����	と ��	では� � ��� が上方に伸び

て ������ と２次接触する� 証明で必要なことは接触の次数ではなく�パラメーターを増加

したときに２つの多様体が離れている状況から接触を経て交差する過程が存在することで

ある�

これからタイプ 5の場合を考える� ������ と � ��� が接触する前に�表 �����	の中のすべ

ての対称周期軌道はサドルノード分岐で生じる� 実際� � ������"�� と ����	 �� � �	の像が
どのような順で接触していくのかを見ることにしよう�

������ と � ��� が接触する前に� �������������� と � ������"�� が接触する� 次に

�������������� と � ������"�� が接触する� 以下同様に接触が繰り返され� 次の順序が得ら

れる�

"�� 8 ��� � ��	 � �$� � �� ��� � ��	 � �$� � 0� ��� � ��	 � �$� � ,� 
 
 
 ����
	

周期 ��� � ��	 � �$� � �の軌道は ����� に点を持つ� 同様の接触状況が他の周期軌道に関し

ても成立する� � ������"���� �) � �	から ����	 �� � �	の像を見ることで�左矢印の順序が得
られる�

次に �������������� から接触の状況を見ることにする� パラメータ �を増加するにつれ

て�この弧は最初に � ������"�� と接触し�次に � ������"���� と順番に接触していく� この過程

から第１行の順序が得られる� 同様にして ��������	����	 �� � �	から接触状況を見るこ
とで�上矢印の順序を得られる� 以上でタイプ 5の場合の証明を終了する�
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�b� Type II

T �k 'U
T k VT k�u

T�k 'Γs

Tk �ic�1 Lic

Tk �ic�2 Lic�1

T�k '�ic�1 Mic�1T�k '�ic�2 Mic�2

�a� Type I

T �k 'U

T k V
T k�u

T
�k 'Γs

Tk �ic�1 Lic

Tk �ic�2 Lic�1

T�k '�ic�1 Mic�1T�k '�ic�2 Mic�2

図 ��	 � �
�� と ������ の４つの異なったタイプの接触の概念図� ��� と �
� では�

������ は上方に伸びて � �
��と２次接触する� ���では� � �

��の上方の灰色領域は � ��

に含まれ� ���
�

�� の下方の濃い灰色領域は ���
�

� に含まれる� �
�においても同様で

ある�
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�d� Type IV

T �k 'U

T k V T k�u

T�k 'Γs

T k �ic�1 LicTk �ic�2 Lic�1

T�k '�ic�1 Mic�1

T�k '�ic�2 Mic�2

�c� Type III

T �k 'U
T k V

T k�u

T�k 'Γs

Tk �ic�1 LicTk �ic�2 Lic�1

T�k '�ic�1 Mic�1

T�k '�ic�2 Mic�2

図 ��	 �続き� ���と ��� では� � �
�� は上方向に伸びて ������ と２次接触する� ��� において� ���

�

�� の

下方の灰色領域は ����� に含まれ� � �
�� の下方の濃い灰色領域は � �� に含まれる� ��� において�灰

色領域は � �� と ����� に含まれる�
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次に図 ����%	 を用いてタイプ 55 の順序を証明する� 弧 ������ の上部はパラメーター

の増大につれて上方に伸びていって � ��� と２次接触するとしよう� この接触の前に

�������������� と � ��� の接触が生じる� この接触の後で �������������� は "�� の像と接触し

交差する� この過程は次の順序で表現される�

����� 8 ��� � ��	 � �$� � � � ��� � ��	 � �$� � 0 � ��� � ��	 � �$� � , � 
 
 
 �����	

これは表 ����%	の第１列の順序である� 残りの列の順序も同様にして証明できるので詳細

は省く�

� ������"�� から接触の過程を見ることにする� 最初に� �
������������� が � ������"�� と接触

し交差する� 次に �������������� が � ������"�� と接触し交差する� これより第１行の順序が

得られる� 同様にして他の行の順序も得られる�

図 �����	と ��	にタイプ 555と 5*の接触状況を描いてある� このような状況が生じるこ

とを注意しておく� 実際� �� を何度も写像を繰り返すと自分自身に漸近する� そのため ��

の像が � ��� に漸近する� よってある像 �	�� �� � �	 があって� それらは � ��� の下部に

あって � ��� にほぼ平行に存在する� しかし図 �����	とは逆の向きになっていることに注

意する� この場合 "��� 
 � � � �	を何度も写像した像は �	�� の上部にあり� これにほぼ平

行に存在する� 同様に図 �����	も同様に存在することが分かる� これらのタイプに関する

証明はタイプ 5�55の証明と同じであるので省略する� 以上で証明を終了する�

����� 定理 ���に関するコメント

表 �����	-��	の周期軌道を指定するために行列表現 �$� �	を用いる� ここで $は区間 "� の

添え字であり� �は � 
 の添え字である� �
�����
� �$� �	を表 �����	の �$� �	要素がサドルノード

分岐で生じる臨界値とする� 同様に臨界値 �
����
� �$� �	� �

����
� �$� �	� �

����
� �$� �	を定義する� これら

に対して下記の関係が成り立つ�

!��
�� 
��

������
� �$� �	 � ������

� ����	� �����	

!��
�� 
��

�����
� �$� �	 � �����

� ����	� ����1	

!��
�� 
��

�����
� �$� �	 � �����

� ����	� ����0	

!��
�� 
��

�����
� �$� �	 � �����

� ����	� ����6	

表 �����	のすべての周期軌道は � ��� と ������ の接触前に出現する� 一方�表 �����	の

すべての周期軌道は � ��� と ������ の接触後に出現する表 ����%	と ��	の周期軌道の一部

は接触の前に生じ�残りは接触の後に生じる�



��� 馬蹄完成直前 ��

異なったタイプの接触の出現順序について簡単に述べる� 領域 � �� は過去への写像に

よって � の外に出る� このことより領域 � �� を � の外部とみなす事ができる� ������ が最

初の接触から交差の状況になったときに� ������ の一部は � から出る� しかし�外に出た一

部は２回目の接触を経て再度 � の内部に戻る� このことよりタイプ 5の接触が最初に生じ�

次にタイプ 55の接触が生じることが分かる� 次に � � �� �� � �� $� � �の場合を考えよう�

この状況は馬蹄の完成であることが分かる� 馬蹄が完成する前に�タイプ 5の順序が成立す

る� しかしタイプ 55の関係は成立しない� これは� � から出た ����� の部分は二度と � に

戻らないことより分かる� この場合については ���0で詳細に検討する�

��� 馬蹄完成直前

����� 第 �ステージの定義

馬蹄が完成する直前でまだ ����� と � �� が接触していない状況を考える� ただし �����

はすでに � �� と交差しているとする� この場合� ����� は � �� と交差していることが分か

る�よって ����� が � ��� � ��� � �� と順次交差し� � ��� と接触している状況を考えよう� こ

の配置は図 ��６に描かれている� この状況が生じる臨界値を �
���

�
と表すると �

���

�
� �
� の

関係が成立することは明らかである� 更に �を増やすと� ����� は上方向に伸びて � ��� と

接する� この臨界値を �
���

 �� �
�	と書く� そうするとパラメーターの区間 ��

���

�
� �

���

 �が定

義できる� この区間を第１ステージと呼ぶことにする� 第１ステージの開始と終了のパラ

メーターにおける安定多様体と不安定多様体の構造の詳細は図 ��６を見ていただきたい�

第１ステージの始まる前の状況の概念図を図 ��７に示した� パラメーターの増加につれ

て弧 ����� は上方に伸びて � ��� の下方のブランチに接触し２つ交差点を生じる� 更にパ

ラメーターを増加すると � ��� の上方のブランチに接触し２つ交差点を生じる� 次に同じ

ことが � ��� の下方と上方のブランチに対しても生じる� これが第２ステージの開始と終

了に相当する� このパラメーター区間を ��
���

�
� �

���

 �を書く� この手順を続けると第 �ステー

ジを定義できる� つまり ����� が � ����� の右側で接する状況が第 �ステージの開始で�次

に左側で接する状況が終了である� この区間を ��
���

�
� �

���

 �と書く�
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図 ��� 上図は第１ステージの開始 �	 � ����	� を� 下図は第１ステージの終了

�	 � 	���	�を表している�
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図 ��� 第１ステージの始まる前の状況の概念図� 下の灰色領域は � �� に含まれ�上

の灰色領域は � �� に含まれる�

����� 第１ステージ

図 ��６の上図で示した �� と �� の構造をもとにトレリスを構成する� 得られたトレリ

スを図 ��８の上図に示した� このトレリスに対応する適正グラフは下図に描いてある� 制

御辺 �� !� 
 
 
 �
 の像を調べる� ここで � � �� と � � ��の関係があることに注意する�

最終的に得られる遷移行列 �� を次に示す���

�� �

�����������������������������������
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 � � � � � � �

����������������������������������	
� ����,	

� から �へ�また � から 
への遷移を表す数値が �であることは� � の像が �と 
 を

２回被覆していることを意味する� 特性方程式


� � �
� � �
� � �
�


��	


� � � ���
�	

を解いて最大固有値 
��� を求めることができる� 数値計算より 
��� � ��,166が得られる�

この値はデービス�マッカイ�三波 � >3	��� が構成したマルコフ分割より得られた遷移行

列の最大固有値と一致する� 力学的順序は定理 ���で � � �� � �ならびに $� � �とおいて

得られる� 表 �����	と ����%	に順序を示す�
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図 ��� 上図は第１ステージのトレリスを表している� トレリスに対する適正グラフ
��は細線で描かれている� その詳細は下図に描かれている� ��の制御辺は �� �� � � ��

と名づけられている� ここで � � ��と � � ��の関係が成り立つ�
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馬蹄の完成は ����� と ����� が接触する状況である� この状況で ����� と � ��� は交差

している� つまり表 �����	-�%	に含まれるの周期軌道はすべて存在している� これらはすべ

てサドルノード分岐で生じた周期軌道である� つまり一つの要素に対して２つの記号列が

ある�

��
�������$� �	 � � � � �������	�� 
���������	��� ���������	�� 
���������	��� ���
�	

��
������$� �	 � � � � �������	�� 
���������	��� ���������	�� 
���������	��� ���
�	

記号列の決め方について説明する� 対称性よりほとんどの記号を決定できる� 一部数値

計算で軌道を調べる必要もある� 例として周期１７の周期軌道 ���		の記号列を決める� こ

れは表 �����	の ��� �	要素である� 初期点は区間 "� にあり� �� は区間 �� にある� これら

の区間 "� と �� は領域 �	�図 ���を参照	にあることより記号は �である� 軌道点 �� と ��
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図 ��� 
� から 
� までの軌道が描かれている� ここで数字 �� �等は軌道点 
�� 
� 等々

を表している� これらは表 ������ の ��� �� 要素の２つの軌道である� 
� は領域 �� に

ある� 左の軌道の記号列は ���������で�右の軌道の記号列は ���������である�
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図 ���� 
� から 
� までの軌道が描かれている� これらは表 ����
�の ��� ��要素の２

つの軌道である� 
� は領域 �� にある� 左の軌道の記号列は ��������� で�右の軌道

の記号列は ���������である�



��� 馬蹄完成直前 ��

は領域 �� � +	 にある� 関係 	����	 � 	����	より�点 �� は �	 � +� にある� これらより ��

の記号は �で� �� の記号は �になる� ��� と "� の位置を比較すると� �� の記号が �である

ことがわかる� よって �� の記号も �である� �� については軌道を数値的に調べる必要があ

る� 図 ��,より� �� の記号が �であることが分かる� �
 に関しては記号 �と �の２つの可能

性がある� 図 ��,より� �
 は接触点（交差点）の近くにあることが分かる� これより �� は ��

の近くの �� � +	 または �� � +� あることが分かり�これより �� の記号は �と決まる�

図 ��,の左図に描かれた �	 から �� までの軌道は記号列 ���������で表現できる� 右の

軌道の記号列は ���������� 両者の違いは �
 が �� にあるか �	 にあるかである� 対称性よ

り後半の �� から ��� までの軌道の記号列は ��������と ��������と表現できる�

表 �����	の周期軌道の記号列を与える一般の表現を決定する方法について説明する� 軌

道の初期点 �	 が "� にあり� �� が �� にあるとする� �� は初期点のすこし上にある� 周期

は �0 である� よって ��� �	 要素の記号列は２つの � の間に ���� �	の記号列を置く事で�

�������������������と得られる� 次に初期点 �	 が "� にあり� �� が �� にある軌道を考

える� �� は �� より �に近い位置にある� � ���� ��� � "� の３つの弧の位置を比較して�

��	 の記号が �であることが分かる� これより �� の記号は �である� ���� �	は中央部分に

３つの �を含むが�これに２つ �を追加して ���� 
	の記号列が �������������������と

得られる� この方法を繰り返して式 ���
�	が導かれる�

表 ����%	 の記号列を調べるために例として ��� �	 要素の軌道を描いてみる �図 ����参

照	� 図 ��,と ����の違いは �� の位置のみである� 図 ����では �� は �	 にある� このこと

より式 ���
�	が得られる�

����� 第２ステージ

����� と � ��� が接触する第２ステージに対するトレリスは図 ����に描かれている� 図

����の下図はこのトレリスに対する適正グラフである� 制御辺 �� !� 
 
 
  の像を調べて行
列 �� が決まる�

�� �

����������������������������������������������
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�� の特性方程式は以下のように得られる�


� � �
� � �
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�


��	


� � � ���
�	

最大固有値は 
��� � ��,,�
である� この値は  >3が導いた遷移行列の最大固有値に一

致する�
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図 ���� 上図は第２ステージのトレリスで下図はその適正グラフ ��である� 制御辺

は �� �� � � � � と名前が付けられている� この場合には � � ��� � � ��� Æ � ��が成立

する�



��� 馬蹄完成直前 �	

第２ステージに対する２つのタイプの順序は定理 ���で � � 
� �� � �� $� � �とおいて

得られる�
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表 ��
��	-�%	に含まれる周期軌道の記号列は次のように得られる�

��
�������$� �	 � � � � ��������	�� 
����������	��� ����������	�� 
����������	��� ���
�	

��
�������$� �	 � � � � ��������	�� 
����������	��� ����������	�� 
����������	��� ���
1	

記号列の導出関して簡単な説明を加える� ����� と � ��� の接点は �����と � ��� の接点

に比べ ����� により近い� このことは表 ��
��	の ����	要素の軌道 ���		の �
 が�表 �����	

の ����	要素の軌道 ����
	
	の ��

�
に比べ ����� により近くに存在していることを意味してい
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る� 式 ���
�	より� ��
�
� �����

�
の記号は �である� �� は ��

�
の左にあるのでその記号は �で

ある� �	 から �
 までの軌道は� ��	 から ��
�
までの軌道に比べてより �の近くを通る� これ

より �	 から �
 までの軌道は ������と記号化される� これは ��
	
から ��

�
までの軌道 �����

に比べ� �が一つ追加された記号列になっていることが分かる� 以上より全軌道の記号列は

�������������������と �������������������である� 他の記号列も同様にして導くこ

とができるので詳細は省略する�

����� 第３ステージ

第３ステージのトレリスとその適正グラフを図 ����に描いてある� 第１�２ステージと

同様にして遷移行列 �� と特性方程式が求まる�
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最大固有値は 
��� � ��,,6�6である�

第３ステージの力学的順序 ������	と �%		は定理 ���において � � �� �� � �� $� � �とお

いて得られる� また記号列も決められる�
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図 ���� 上図は第３ステージのトレリスで下図はその適正グラフ �� である� 制御

辺は �� �� � � �� と名前が付けられている� この場合には � � ��� � � ��� Æ � ���

� � �Æが成立する�
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����	 第 �ステージ

第１-３ステージと同様にして遷移行列 �� を構成する� ここでは �� の詳細は省略する�

その特性方程式は以下のように得られる�
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� を決めれば式 �����	 を解いて 
��� が求まる� � の値が大きい場合は� 
��� は近似的に


��� � !�
��� � !� � � ������� � ����		と得られる�

力学的順序は定理 ���で � � � � �� �� � �� $� � �とおいて得られる� また記号列も決定

できる�
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����
 ���を利用した位相的エントロピーの計算

記号列とホールが開発したソフトウェアー ���$��0を利用して�位相的エントロピーの

下界を計算する� この方法による最大固有値を ;
	�� と表す�

表 �����	 と �%	 の �$� $ � �	 要素の ;
	�� に特に興味がある� なぜなら $ � � の極限は
� ����� と ����� の接触状況に対応するからである� 表 ��1において計算した ;
	�� の値を

示してある� 各 �における表 �����	-�と ����%	-�の列の極限値は同じであることに注意す

る� これは第 �ステージにおいて 
��� が一定であることを意味している� そしてここで得

られた極限値はトレリス法で得られた値 
	�� に一致する�

表 ���最大固有値�

$ �����	-� ����%	-� �����	-� ����%	-� �����	-
 ����%	-
 �����	-� ����%	-�

� ��6�, ��610 ��66� ��66� ��,�
6 ��,��
 ��,1�1 ��,1,6

� ��,�� ��,�1 ��,16 ��,1, ��,0
6 ��,0
, ��,0�0 ��,10�


 ��,1� ��,1
 ��,61 ��,61 ��,,�
 ��,,�
 ��,,
1 ��,,
1

� ��,10 ��,10 ��,,� ��,,� ��,,11 ��,,11 ��,,6� ��,,6�

� ��,16 ��,16 ��,,� ��,,� ��,,00 ��,,00 ��,,,� ��,,,�


��� ��,16 ��,16 ��,,� ��,,� ��,,6� ��,,6� ��,,,� ��,,,�

�����	4�の �は第 �ステージを表している�



��� 馬蹄完成直前 	�

����� タイプ �の順序のみが成立する場合

既に �
��で述べたように�定理 ���で � � �� �� � �� $� � �の場合はタイプ 5の順序の

みが成立する� この順序は次の表 ��0で表される�

表 ���力学的順序�

�� � �� � �� � �
 � 
 
 

"� �� � �
 � �� � �0 � 
 
 

� � � � �
"� �
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表 ��0の周期軌道に対する記号列は下記のように得られる�

�����$� �	 � � � � ����	�� 
������	��� ������	�� 
������	��� �����	

ここで $ � �� � � �である� 表 ��6に �$� $ � �	要素 �$ � � � �	の最大固有値 ;
��� を示して

ある� 位相的エントロピーの下界は� $ � �の極限で !� �であることが分かる�

表 ���最大固有値�

$ 表 ��0

� ��60�

� ��,0�


 ��,,


� ��,,6

� ��,,,


��� �
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��� 最大の平坦区間とその族

対称線 � �� で � ��� と �����が接触する場合を考える� � � �の場合の接触とその適正グ

ラフを図 ���
に描いてある�

A
A

BC

P

Q

0 0.5 1 1.5 2
x

�1.5

�1

�0.5

0

0.5

1

1.5

y P

W u

W s

図 ���
 上図は ��� と ����� の接触を表している �	 � 
������ 下図はその適正グラ

フ ��であり�記号 �� ��� は制御辺を表す�

遷移行列は次のように得られる���

�� �

��������������
� ! �

� � � �

! � � �

� � � �

�������������	 � �����	

� ��� と ����� が対称線 � �� で接する場合も同様の方法で ��� � 
	 � ��� � 
	遷移行列
が得られる�



��� 最大の平坦区間とその族 	�

�� �

����������������������������������������������

� � � � ��� � � � �

� � � � ��� � � � �

� � � � ��� � � � �

� � � � ��� � � � �

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

� � � � ��� � � � �

� � � � ��� � � � �

� � � � ��� � � � �

� � � � ��� � � � �

� � � � ��� � � � �

���������������������������������������������	

� ����1	

特性方程式は次のように得られる�


���� � 
�� � � � �� ����0	

� � �の極限は�可積分系つまり � � �に対応する� この極限で 
��� は �に収束する�

よって 
��� は �に収束する�

��� と ��� の最初の接触は２次接触であるが�２回目の接触は３次接触である���� ３次

接触の様子は図 ����の上図に描いてある� ３次接触点 �� が２つのホモクリニック点 �� と

�� を生む� これらの点は下図に描いてある� このタイプの分岐はホモクリニック点の３次

タイプ分岐と呼ばれている�

��� と ����� の接触は２次接触であることより定理 ���においてタイプ１の順序が成立

する� 但し � � �� � $� � ��� � �	である� ２回目の接触は３次接触であるが� 定理 ���を

少し修正することでタイプ 55の順序が成立することが示せる� これは簡単なので詳細は省

く� 結果を表 ��,��	4�と �%	-�に示す�
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図 ���� 上図は�ホモクリニック点 �� において安定多様体と不安定多様体が３次接

触している状況を示している �	 � ����	�� 下図は �� の周りに新しいホモクリニック

点 �� と �� が生じていることを示している �	 � ��	��
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表 ��,��	と �%	に含まれる周期軌道に対する記号列は次のように決定できる�

���������$� �	 � � � � ����������	�� 
������������	��� ������������	�� 
������������	��� ����6	

���������$� �	 � � � � ����������	�� 
������������	��� ������������	�� 
������������	��� ����,	

ここで $ � �� � � � � �� � � ��
表 ����を見ると�最大固有値 ;
��� は式 ����0	で決まる 
��� に漸近することが分かる�
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表 ����最大固有値�

$ ��,��	4� ��,�%	4� ��,��	4� ��,�%	4� ��,��	4
 ��,�%	4
 ��,��	4� ��,�%	4�

� ����0 ���,�

� ��1
� ��1
0 ����� ���66


 ��101 ��100 ��
61 ��
6, ���06 ����


� ��16, ��16, ����� ����� ���0, ���6� ���
6 ����0

� ��1,
 ��1,
 ���
, ���
, ��
�� ��
�� ����, �����

1 ��1,� ��1,� ����� ����� ��
�0 ��
�0 ����6 ����6

0 ��1,� ��1,� ����0 ����0 ��

� ��

� ���1� ���1�

6 ��1,� ��1,� ����, ����, ��

0 ��

0 ���1, ���1,

, ����� ����� ��

, ��

, ���0
 ���0


�� ��
�� ��
�� ���0� ���0�


��� ��1,� ��1,� ����� ����� ��
�� ��
�� ���0, ���0,

��� いくつかの注意

萩原と首藤 ��� は位相的エントロピーを計算するための枝刈りアルゴリズムを構成した�

このアルゴリズムは下界値を与えるのか上限値を与えるのか保障がない� また非常に複雑

なアルゴリズムである� これだけでエノン写像において枝刈り理論が成立しているかどう

か不明である�

第１ステージ �����	の内部構造について考えることにする� ここではステージと平坦区
間を分けて考える必要がある� 図 ����で示したように�第１ステージの内部には２つの平

坦区間がある������� 最初の平坦区間の左端は第１ステージの左端に一致している� しかし�

第２平坦区間の右端は第１ステージの右端に一致していない� ����で述べたように�各ス
テージの終わる前後にはサドルノード分岐で対称周期軌道が生じている� このことから周

期軌道の個数はこのパラメーター領域で増加する� よって双曲性は成立しない� 荒井 ��� は�

双曲性が成立する区間を決定している� これは平坦区間とほぼ一致している� 第１ステー

ジを構成している安定多様体と不安定多様体の弧を見る限り�第１ステージの間では位相

的エントロピーの下界は一定である� しかし�上記の荒井の結果を見ると�別の場所で安定

多様体と不安定多様体の弧が接触し位相的エントロピーの下界を増加させていることが分

かる� またもっと狭い平坦区間が第１ステージの内部にある可能性は否定できない�

エノン写像に対してのみビーハム-ウェンツェル法が適用できて周期軌道の個数を計算

できる� よって第１ステージの詳細を調べることは可能である� しかし他の写像に関して

は周期軌道の個数を調べる方法がない� 我々の方法とトレリス法はこのような系に対して



��1 いくつかの注意 	�

a

Two Plateaus

First Stage

図 ���	 第１ステージ 	 � �����	� 	���	� の概念図� この中に双曲性が成立している

区間が２つある� 	 � �����	� 	���
� と �	����� 	����� では分岐が生じないので� 位相

的エントロピーが一定の平坦区間である�

も適用できて�位相的エントロピーの下界を計算できる�

スターリング達はホモクリニック点の３次関数分岐について調べた���� これは各ステー

ジの終わりで生じる� そしてこの分岐の前後でタイプ 55の順序が成立する�
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第 �章

エノン写像におけるホモクリニック
軌道の出現順序

面積保存かつ方向保存エノン写像において馬蹄が完成すれば�すべてのホモクリニック

点は記号列で表現される� 一部のホモクリニック軌道の族に関する力学的順序を与える�

またこれらのホモクリニック軌道の記号列を利用して位相的エントロピーの下界値を計算

した�

��� 序

面積保存かつ方向保存エノン写像 �� において�我々はサドルノード分岐で生じる対称周

期軌道の一般力学的順序を導いた �これに関しては第 �章と第 �章を参照のこと	��� この

手順は最初にサドル不動点の安定多様体と不安定多様体の接触を決める� 次にこのホモク

リニック接触に関する対称周期軌道の出現順序を決定する� 幾何学的には� この方法の幾

何学的な意味は簡単である� 対称線の未来の像は不安定多様体に漸近し� 過去への像は安

定多様体に漸近する� つまり安定多様体と不安定多様体の接触前後で無限に多くの対称周

期軌道が生じる� もし異なったホモクリニック点の出現順序が明らかになると� 対称周期

軌道の出現順序関係または系の複雑さに関する情報が得られる� 馬蹄力学系における一部

のホモクリニック軌道の強制関係が既に得られている���
� しかし完全な順序関係はまだ得

られていない�

我々は平面で定義されたシンプレクティック形式の面積保存でかつ方向保存エノン写像

� を利用する������

���� � �� � � ���	� �
��	

���� � �� � ����� �
��	

ここで � ��	 � ��� � ��	 で� パラメーター � は正である� � は２つ不動点 � � ��� �	 と
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� � ��� �	をもつ� �はサドルで�不安定多様体と安定多様体をもつ� �� � ����	を �か

ら右上方に出ている不安定多様体とする� �に右下方から入る安定多様体を �� � ����	

とする� このエノン写像では � �� ���011� �� �
�	において馬蹄が存在する�

�
��では�後の節で利用する基本的な道具を準備する� �
�
では�ホモクリニック軌道の
記号列を用いて位相的エントロピーの下界を計算する� �
��では�対称ホモクリニック軌
道間の出現順序を調べる� これらの結果をもとに記号列間の出現順序を導く� �
��では�一
部のホモクリニック軌道の族に関する局所的な出現順序を導く� また位相的エントロピー

の下界を計算する�

��� 基本的道具

����� 対称線

写像 � は２つの対合 
と �の積で次のように表現できる�

� � 
 Æ �� �
�
	

対合 
と �は以下のように定義される�




�
�

�

�
�

�
� � �

��

�
� �

�
�

�

�
�

�
�

�� � � ��	

�
� �
��	

ここで �"��
 ��"��� � ��� 
と �の不動点の集合は対称線と呼ばれる��� 
の対称線を � �

と� �の対称線を � � とする� これらは次のように得られる�

� � 8 � � �� �
��	

� � 8 � � � � ��	��� �
�1	

関数 � ��	がパラメーターを含むために�パラメーターの変化で � � の形状が変わることに

注意する� 対称線上の点は対称点と呼ばれる�

����� 安定多様体と不安定多様体の構造

安定多様体 �� は � � と �で�次に � � と �で交差する� 不安定多様体 �� は � � と �で�

次に � � と �で交差する �図 
��を参照	� �と �における安定多様体と不安定多様体の横断

的交差はエノン写像では証明されている���

多様体 � の開弧を ��� �	� と表現する� � の方向を自然な方向にとったとき� � が �

より上流にあるとする� 閉弧 ��� ��� も同様に記述する� ここで４つの弧 �� � ��� ����
�

�� � ��� ����
� �� � ��� �����

� �� � ��� �����
を定義する� 次に �は ��� ����

� ��� ��� ���� ����

で囲まれた閉領域とする� ホモクリニック軌道の点はすべて � の中にある� ����� と �� の

接触は� ��� と �� の接触も意味する� この状態が丁度２つ折れ馬蹄の完成であることに注




�� 基本的道具 ��

意する� この状況で位相的エントロピーが !� �であることはベッドフォードとスマイリー
�� によって証明された�
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図 
�� 安定多様体 �� と不安定多様体 ��� 横断的ホモクリニック交差点 � と �� 安

定多様体の区間 �� と ���不安定多様体の区間 �� と ���対称線 � � ��軸�と � � が描か

れている�	 � 
�����

����� ホモクリニック軌道

命題 ���� �を平面上の任意の点とする� 点 �の軌道を ���	 � �
 
 
 � ����� �� � �� 
 
 

と記す�
このとき ��	と ���	が成立する�

��	 ��
�	 � 
���	 � ����	 � ����	�

���	 ���	 � 
���	 � ����	が成立することと ���	 が対称周期軌道であることは同値で

ある�

証明� ��	 ��
�	 � �
 
 
 � 
����� 
�� 
� �� 
 
 

 � �
 
 
 � 
� �� 
�� 
����� 
 
 

 � 
���	より最初の関

係は得られる� 残りも同様にして示すことができる�

���	 ��	 
���	 � ��
�	 より� ���	 � 
���	 ならば � から出発した軌道が 
� を通ること

を意味している� つまり 
� � � � � を満たす整数 � が存在する� ここで � が偶数ならば�

� ���� � �����
� � 
� ����が成立する� これは � ����が � �の上にあることを意味する� 次に

�が奇数の場合� � � ��� �とおく� �	� � ��	��
� � ��	�が得られ�これは �	�が � � の

上にあることを意味している�

��	 � � 
� � ���	と仮定する� これより ���	 � ���	 � ��
�	 � 
���	 � 
���	 � ����	が

得られ�証明は終了する� 9�:� �

命題 
�����	の性質をもつ軌道を対称軌道と呼ぶ� 対称軌道は必ず対称点を持つ� 逆に対

称点の軌道は対称である� � がホモクリニック点ならば� ���	はホモクリニック軌道と呼

ばれる� 更に ���	が対称ならば� ���	は対称ホモクリニック軌道と呼ばれる�



�� 第 
章 エノン写像におけるホモクリニック軌道の出現順序

��� ホモクリニック軌道の符号化

馬蹄が丁度完成したパラメーター �
� � ���011� に � を固定する� この状態では ���

は �� と � で接し� 一方 ����� は �� と � で接する �図 
�� を参照	� ここで４つの領域

�	� ��� +	� +� を定義する� �	 は４つの弧 ��� �������
� ������ ����

� ��� �����
� ��� �������

で囲まれた領域である� 一方 �� は４つの弧 ������ ����
� ��� ����

� ��� ����
� ��� �������

で囲

まれた領域である� +	 と +� は下記の関係で定義される�

+	 � 
�	� �
�0	

+� � 
��� �
�6	

軌道点が �	 にあれば記号 �を� �� にあれば記号 �を与える� 次の関係は軌道点の記号

化で役に立つ�

�	 � ��	� �
�,	

�� � ���� �
���	

ホモクリニック軌道の記号列は

����	�� 
 
 
 ������
� �
���	

と表現される� ここで �� はゼロが無限個続くことを意味し� �� は記号 �または �である�

中央部の �	�� 
 
 
 ���� は核と呼ばれる� ここでは文献 ����の定義に従った� 核の左の記号 �

はホモクリニック軌道が ����� に点を１つもつことを意味している� 核の右にある記号 �

はこの軌道が �� に点を１つもつことを意味している� ホモクリニック軌道は長さ �の核

によって特徴付けられる� これを � �� �	-核と表現しよう� ここで � � �としたことより�
プライマリーホモクリニック軌道 ���	と ���	が排除されていることに注意しよう� 理由

は�プライマリーホモクリニック軌道の存在はカオスを導くがカオスの強さに関しての情

報を与えないからである�

�����が �� と交差した状態を考える� ２つの交差点は図 
��の �が左右に２つに分かれ

た状態と考えることができる� よって�左側の交差点の核は �で右の交差点の核は �であ

ることが分かる� この状態では� ����� と �� は４点 ��� ��� ��� �� で交差している �図 
�


を参照	� これらの軌道を追跡すると�以下のように �-核をコード化できる�

�� 8 ��� �
���	

�� 8 ��� �
��
	

�� 8 ��� �
���	

�� 8 ��� �
���	
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
x

�1

�0.5

0

0.5

1

1.5

y

V0

V1

H1

H0
Β

Α

u

v

図 
�� 馬蹄が丁度完成したパラメーター値 �エノン写像：		
 � 	������� における

４つの領域 ��� ��� ��� �� の定義� �と �は接触点で � � ��の関係がある�
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図 
�
 ����� は �� と４点 ��� ��� ��� �� で交差している�

以下同様に �� にあるホモクリニック交差点の � �� 
	-核を順次決めることができる� これ
らは下記の１次元テント写像で決めた記号列と同じになる�

���� � ��� �� � � � ���	� �
��1	

� � � ��� ���� � � � �	� �
��0	

記号の与え方は次のように行う� �� が区間 � � �� � ���にあれば �を� ��� � �� � �にあ

れば �を与える�

ホール �	� によって開発されたソフトウェアー ���$��0と上記のホモクリニック軌道の

記号列を用いて位相的エントロピーの下界 
��� �� !� 
���	を計算できる� 核の語数が �以

下のホモクリニック軌道に対して得られた最大固有値 
��� 表 
��に掲載してある�
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表 ���� 最大固有値�

?��" 
��� ?��" 
��� ?��" 
��� ?��" 
���

� � ���� ����� ����� ��
66 ����� ��61�

� � ���� ����� ����� ��
66 ����� ��61�

���� ��0,� ����� ��61� ����� ��,��

�� ��1,� ���� ��0,� ����� ��61� ����� ��,��

�� ��1,� ���� ��6�
 ����� ��1
6 ����� ��6��

�� ��1,� ���� ��6�
 ����� ��1
6 ����� ��6��

�� ��1,� ���� ��0,� ����� ��1
6 ����� ��1
6

���� ��0,� ����� ��1
6 ����� ��1
6

��� ����
 ���� ��0,� ����� ��1
6 ����� ��1
6

��� ����
 ���� ��0,� ����� ��1
6 ����� ��1
6

��� ��6,� ���� ��6�
 ����� ��6�� ����� ��1
6

��� ��6,� ���� ��6�
 ����� ��6�� ����� ��1
6

��� ��6,� ���� ��0,� ����� ��,�� ����� ��61�

��� ��6,� ���� ��0,� ����� ��,�� ����� ��61�

��� ����
 ���� ����� ����� ��61� ����� ��
66

��� ����
 ���� ����� ����� ��61� ����� ��
66

最後に表 
��の応用について述べる� 例として強制ダフィング方程式を考える� 適当なポア

ンカレ横断面を考え�この面から面への写像を � とする� � � �� � �	が� � � �
�で２つ折れ

馬蹄をもつとしよう� �� �� �
�	で�あるセカンダリーホモクリニック点を見つけたとする�

ここでパラメーターを �
� まで増加し�見つけたホモクリニック点の軌道を調べ核の記号

列を決める� 例として核が �����ならば� � � �� においてこの系の位相的エントロピーの

下界は �!� ��1
6	��である� このようにセカンダリーホモクリニック点を見つけると位相

的エントロピーの下界が分かるので表 
��はいろんな系に簡単に応用できる�

��� 対称核をもつホモクリニック軌道の出現順序

����� 順序関係

対称核をもつホモクリニック軌道は安定多様体と不安定多様体が対称線上で接すること

で生じる� 対称偶数核をもつホモクリニック軌道は不安定多様体 � ��� と � � の接触から交

差を経て生じる� 一方�対称奇数核をもつホモクリニック軌道は� � ��� と � � の接触から交

差を経て生じる� この節では対称偶数核と対称奇数核の出現順序を分けて調べる�

馬蹄が完成した状況を考える� 折れ曲がった弧 � ��� �� � �	の端点は ���� �	��
にある�




�� 対称核をもつホモクリニック軌道の出現順序 ��
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図 
�� 馬蹄が完成したときにおける対称偶数核をホモクリニック軌道の名称�

この弧は不動点 �を包むように囲む� 端点から不安定多様体の方向に沿って不安定多様体

をトレースすると�不安定多様体は対称線に何度も交差する� これらの交差点が対称ホモ

クリニック点である� これらに名前を付ける� � ��� �� � �	と � � の最初の交差点のペアー

を ��� � とする� これらは �と �の間にある� 第 �のペアーは �と �の間にある� これら

を ��� � を名づける� 以下同様に名前を付ける� 結果として ��� � から �����
�

 � までの対称
ホモクリニック点のペアーに名前がつく� 例を図 
��に示した� これらの交差点は馬蹄が完

成したときは定義できる� 馬蹄が完成していないときも�これらは定義できるであろう� こ

れに関しては次の段落で述べる� 奇数核に対しても同様の表記 ��� � �� � �� � � � � ��	を
用いる�

これから馬蹄が完成していないパラメーター領域を考える� ��� � は � ��� と � � の接触

から交差を経て生じることは正しい� しかしパラメーターを増加し馬蹄が完成するまでに


次関数タイプの分岐をする可能性は否定できない� この分岐が生じると一つのホモクリ

ニック点が 
つに分岐する� 分岐しても元々のホモクリニック点が存在することに注意す

る� このように分岐した場合は分岐した点を無視して ��� � を再度定義すればよい� 次に
��� � がユニークでない例を考える� ��� � が生じた後にパラメーターを増加すると � ���

が伸びて別の所で � � と交差して別の ��� � が生じる場合である� このようの曖昧さをさけ
るために �を増加したときに � ��� が � � と最初の接触で生じたホモクリニック点を ��� �
とする� これが馬蹄完成時に存在するかどうかは保証がない� しかしこの事と我々が導出
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する順序関係とは関係ない� 以下では ��� ���
� を ��� � と略記する�

図 
����	において ��� �	� �
にある �$� � の木構造が示されている� これは力学的順序関係

を表現していない� ２分木の根に相当する位置を �階と名づけ�次の階を �階と名づけて

いく� �$� � の添え字の �は２分木の階数を意味しかつ �� の写像回数も意味する� 図 
���%	

には� ��� �	� �
にある対称奇数核を配置してある� この木では２分木の根に相当する位置を

�階と名づけ�次の階を �階と名づけていく� 特に根の ��� 	 の出現は馬蹄の出現を意味す

る� 実際�図 
��に描かれた状況が ��� 	 である� 図 
��における "と 5については �
����
で説明する�

式 ��6	-��1	で表される対称偶数核に対する出現順序関係を得た� ここで利用している表

現 � � !は次のような意味である� �と名づけられたホモクリニック接触または交差が存

在すれば�必ず !と名づけられたホモクリニック接触または交差が存在する�

��� � � ��� ��� ��� � �� � � �	� �� � �� � � �		� �
��6	

��� ��� � ��� �� �� � �	� �
��,	


 
 
 � �����
�  � � 
 
 
 � �6� � � ��� � � ��� � � ��� �� �
���	

�
� � � ��� ��� � 
 
 
 � ������ � �	� ��� � 
 
 
 � �� � 
� � � �	� �
���	

�1� ��� � ���� ��� � 
 
 
 � ������ � �	� ��� � 
 
 
 � �
���	

�1� ��� � �
� �� �
��
	

������ � �	� ��� � ������ � �	� ���� �� � �	� �
���	


 
 
 � ������ � �	� � � 
 
 
 � ���� 
 � �0� � � �
� �� �
���	

�����
�  � � ���� � �	� ���� �� � 
	� �
��1	

式 �
��6	と �
��,	は自明である� 以下でこれら以外の順序関係について説明を行う�
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図 
�	 ��� ��� ��� �
上の対称偶数核をもつホモクリニック軌道の配置� � 階には ����

個の核がある� �
� ������ � 上の対称奇数核をもつホモクリニック軌道の配置� � 階に

は �� 個の核がある� 
と �は２分木におけて経路を指定する作用�

式 ������に対する説明� 最後の順序関係は式 �
��,	に含まれる� 下記の順序関係が成立す

ることを示す�
��� � � ��� �

��� � は �の左にあるため�その逆像は �軸の下部にある� ��� � が存在する状況で �の

右側に ��� � ある� この逆像は �軸の上部にある� この事実より � ��� が �軸と交差するこ

とが導かれる� よって ��� � の存在が示された�

次に残りの関係を証明する� ����	� �
を過去に写像した像 �������	� �

�� � �� �� � � �	 を

考える� ����	� �
には不動点はないので� �������	� �

と ���������	� �
は共通点をもたな
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い� つまり � によって �������	� �
は順序づけられている� � � �とした極限で� � ��� に

漸近する �������	� �
の弧の列が存在する� よって � ��� � ���������	� �

� � �� � �	が成
立しているならば� 交点 � ��� � �������	� �

が存在する �図 
�1を見よ	� 交差点を端点か

ら数えることで� � ��� � �������	� �
が �� � 
	 階にあるホモクリニック点である事は簡

単に確認できる� 同様に交点 � ��� � ���������	� �
は �����

�
 ��� である� 以上をまとめて

�����
�

 ��� � �����
�

 ��� が得られる�

<2      >h (   ,   )P Q S1

P Q

T
-   -1kk +3

k+4

uΓ3T
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k+2
h

(   ,   )P Q S1
T
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図 
�� �����
�

���� と �����
�

���� の関係�

����$� �	を �$� � が生じた最初に臨界値であるとする� 奇数核に対しても同様の記号 �$� �
と ����$� �	を用いる� 漸近的な性質から�次の関係が成立する�

!��
���

��������
�  �	 � �
�� �
��0	

式 ������に対する説明�

最初に � � �� � � �� � �	を考える� �	�� と ��	�� が �点で交差している状況を考え

る� この状況で �	�� ��� ��	�� は ����	� �
と既に最初の接触をして�最初の 
次タイプの

接触も終えている� よって � �	�� と �� は �点で交差している� すなわち � �	�� は �� で 


つの弧に分割されている� 最初は端点に近い弧であり � に含まれる� 第 �の弧は � の外に

ある� 第 
の弧は再度 � の内部に入った弧である� 第 
の弧を �� �� � ���	と名づける �図


�0��		� この弧の端点は ��� にあることに注意する� この弧を未来へ写像する�

�� と ����	� �
が最初の接触を生じる状況を考える� この状況は � � � � �
� において必

ず生じる� � � �
� では両者交差しているからである� これは �
� � が生じることを意味す
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S1
ξ u

T
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P P QQ

+1
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図 
�� ��� 	� の定義と �
� �
��� と �	����� の関係�

る� 接点は � � � の領域に写像される� これより �� は �������	� �
と交差する� 交差点は

��� ��� である� 以上より �
� � � ��� ��� が示された�

一般に � ��� � ����	� �
� �が成立しているならば � ��� � �������	� �

� �が成立する� こ
れは順序関係 ������ � �	� ��� � ������ � �	� ����� を導く� よって式 �����	が奇数の �にお

いて証明された�

次に � � �� � � �� � �	が偶数の場合を考える� �	�� と ��	���� が �点で交差してい

るならばそのうちの �点は弧 ����	� �
にある� � ��� の弧 �� が存在する� 弧 �� の端点は ��

にあり� これは � の内部に伸びている� この �� を利用すると� �が偶数の場合に式 �����	

が成立することが示せる� 実際� �が領域 � � �にあると� 
�は領域 � � �にある� つまり

�� � 
���	 � 
�より� ��は領域 � � �にある�

式 ������ に対する説明� 式 �����	 の状況を考える� つまり � ��� の弧 �� を考える� この

端点は ��� にあり� これは � の内部に伸びている� ここで ������ �	� �
は � � � � ��	�� �

�	 であることに注意しよう� �� と ������ �	� �
が接触した状況を考える� 図 
�6��	 に

������ �	� �
は細線で描かれている� この接触点は �1� ��� の逆像である� この手法を一般

化する� ��� �	� �
の逆像の弧列で ��� に漸近している弧列がある� よって � � �に対して

�� � ������ �	� �
� �が成立しているならば� �� � �������� �	� �

� �が得られる� これは順
序関係 ������ � �	� ��� � ������ � �	� ����� を意味している�

式 ������と ������に対する説明� �1� ��� がちょうど生じた臨界値にパラメーターをセッ

トする� �1� ��� は ������ �	� �
の上にあるから� この逆像は ������ �	� �

にある� 明らかに

�� は ��� �	� �
と交差し� 交差点は �
� � である �図 
�6�%		� よって式 �
��
	 が得られた�

�������	� �
と ������ �	� �

の位置を比較すると �� は �������	� �
と ������ �	� �

とこの順

で交差する� これは順序関係 �1� ��� � ��� ��� を意味する� 一般に � � �において �� は
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図 
�� ��� ������� と �������� の関係� 細線は ������ ��� �
を�太い線は ������ ��� � を

表す� �
� �������� �
��� と �	����� の関係�

�������	� �
と ������ �	� �

とこの順で交差する� よって式 �
���	が得られた�

式 ����	�と ������に対する説明� �����と � ��� の弧が最初に接触した状況を考える� この

状況は第 �章 ������	で紹介した第 �ステージである �参考文献 ���を見よ	� この状況は図


�,に描いてある� 接点は小さな円盤で描き �と名前を付けてある� 対称性 � � 
�より� �

も �����と � ���の接点である� �は小円で描いてある� �点 � ��と � ��は ��上にある� ま

た � ��は � ��� 上の点でもある� つまり � ��� と ��� �	� �
は交差点をもち�交差点は � ��の

左にある �図 
�1では 0� と略記	� これより �0� � の存在が示され�順序関係 ��� � � �0� �

が示された�

� �� � ��� より� � 
�� は領域 � � �に弧をもつ� よって ���� 
 が存在すれば� �0� � が存

在する� 順序関係 ���� 
 � �0� � が得られた� 次に ����� が � ��� の弧に�図 
�,における

�の上部で接した状況を考える� これが第 �ステージの始まりである ������
	� 第 �ステー

ジに関して行った手順を再度繰り返し次の関係が得られる�

�6� � � ���� 
�

�
�� � � ���� 
�

同様にして第 � �� �	ステージに対しても同じ手順を適用に下記の関係を得る�

������
�  ��� � ������ � �	� ����

������ � �	� ��� � ������ � �	� ����
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最後に関係 �0� � � �
� � を証明する� 図 
�,の状況では� �0� � と �
� � は両方存在して

いる� �
� � が存在する状況を考える� ��� � が存在していることは知っている� �
� � の像

は領域 � � �にある� つまり �1� � と �0� � は存在していない� よって関係は証明された� こ

れらの関係をまとめると�式 �
���	と �
��1	が得られる�

下記の関係が成立する�
!��
���

��������� � �	� �	 � �
�� �
��6	

S 1

Α

T 2Α

TΑ

Β
T 2 Β
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P u

vTu �u
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T �1Γs Γs

7 4

W u
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図 
�� � �
�� と ����� が接触する第 �ステージの始まり �	 � ����	 � � ��� 接触点を �

と � �� ���とする� 記号 �� は ����� を意味する�対角線は � ��

奇数核に関する順序関係が次のように得られる� 証明方法は偶数核の場合とまったく同

じであるので�証明は省略する�

��� � � ��� ��� ��� � �� � � �	� �� � �� � � �		� �
��,	

��� ��� � ��� �� �� � �	� �
�
�	


 
 
 � �����
�  ��� � 
 
 
 � ��1� � � �6� � � ��� �� �
�
�	
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�
� � � ��� ��� � � � � � ������ � �	� ��� � 
 
 
 � �� � �� � � �	� �
�
�	

�1� ��� � ���� ��� � 
 
 
 � ������ � �	� ��� � 
 
 
 � �
�

	

������ � �	� ��� � ������ � �	� ��� � �� � �	� �
�
�	

����� 核の出現順序関係

２分木の任意の要素の核を決定する便利な方法を紹介する� そのために２つの作用 "と

5を用意する� 偶数核の場合は�２分木の１階の要素の核を �� � � �;��とする� "をこれに

作用すると� 新核 ��!" � "�� � が �� ;��� と得られる� 5 を作用すると新核 ��!" � 5�� � は

��;���である� 以下に作用をまとめておく�

"�;�� � �� ;���� 5�;�� � ��;����

"と 5の作用の仕方は図 
����	に示してある� ２分木の節が偶数のとき�右枝に進むと

きの作用は " で左枝に進むときの作用は 5 である� 節が奇数の場合は� 右枝に進むとき

の作用は 5で左枝に進むときの作用は " である� 例として ��� � の核は 5"� �� � ��	で�

������と得られる� 同様の作用を奇数核に対しても行うことができる� これは図 
���%	に

示してある� 記号化のプロセスは ��� � �核：��	または ��� � �核：���	から始める� 例とし

て� ��� � の核は "5� �� � ��	で� ������� と得られる�

２分木において ��� � から �(� � までの道はユニークに決まる� この道が "と 5の作用

の順を決める� その結果� �(� � の核の表現が決まる� 順序数 0が存在する最小の階数は �

階である� つまり �階以上の階には 0は存在する� ここで �階の 0の核を ��� と書く� そう

すると �0� � �� � �	の核は "������ となる� このことは �(� ���	
の核を決定することが重

要であることがわかる� 但し� ���� は ( が存在する最小の階数である� 上記の作業を行う

ためには� ���� 階における ( の位置を決める必要がある� この位置が決まれば１階からの

道が決まり� "と 5の作用の順も決まる� この手順をアルゴリズム１にまとめてある �付録

2を見よ	� 付録 2�
のプログラム-�は�これらの処理を行う� ２分木の位置から ( を決め�

１階からの道と "と 5の作用の順を決める必要もある� この手順はアルゴリズム２にまと

めた� 付録 2�
のプログラム-�は�この処理を行う�

�
����で得られた順序関係より� 核に対する順序関係を導くことができる� 得られた順
序関係を以下に示す� 矢印記号 ��	は�２つの核の間の強制関係を表している� 例として
�� �� は�もし核 �が存在すれば核 �� が存在することを意味する� また �	 は空とする�
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核に対する順序関係�

�� �� � �� � �� � 
 
 
 � �
�
�	

���� ���� � ����� � ������ � ����� � ������ � 
 
 
 � �
�
1	

���������� � �������������� � �������������� � �������������� � 
 
 
 � �
�
0	

���������� � ������������� � �������������� � �������
������ � 
 
 
 � �
�
6	


 
 
 � ���������� 
 
 
 � ������� ������� ����� ��� �
�
,	


 
 
 � ��������������� 
 
 
 � ����������� ��������� ����� �
���	

以下で上記の順序関係の説明を行う�

式 602078に対する説明�

� � と � � の位置を比較すると�下記の関係が得られる�

��� � � ��� �� �
���	

式 �
��6	と式 �
��,	を一緒にして�式 �
�
�	が得られる核 �	 �� � �	で特徴付けられる
系の位相的エントロピーの下界値は !� 
��� である� ここで 
��� は下記の特性方程式の解

の最大値である�

	�� � 
	 � � � �� �
���	

式 �
���	はトレリス法を利用して導いた� トレリス法の詳細は文献 ��
�にある� また文献

���も参考にせよ� � � �の極限では�最大固有値は �に漸近する� つまり位相的エントロ

ピーはゼロに向かう� この状態は � � �の可積分系である�

式 602098に対する説明�

下記の２つの関係が成立する�

��� � � ��� ��� �� � �	� �
��
	

��� � � ��� � �� � �	� �
���	
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� � � にある � � の点は� � � � の領域に写像される� この事実と � ��� の連続性より式

�
��
	が導かれる� � ��� の連続性より式 �
���	が成立することは自明である� これらの関

係より核に関しての順序関係 �
�
1	が得られる� トレリス法を利用して�核 ����� をもつ

��� � の位相的エントロピーの下界を計算できる� 最大固有値は下記の式の解の最大値で
ある�


�����
 � �	 � 
�����
 � �	 � � � �� �
���	

同様にして核 ������ をもつ ��� � の位相的エントロピーは下記の式の解の最大値より決
まる�


���� � �
���
� �	� � � � �� �
��1	

� � �の極限では�これら式の解の最大値は �に漸近する�

式 6020:8の説明

式 �
�
0	は式 �
�
6	より得られる� ����� 
	� ��� �� � �	の核は ��������������� である�

� � �の極限では�下記の関係が成立する�

!��
���


����������������	 � 
�����	 �
��0	

式 �
��0	は左辺の極限の状態の位相的エントロピーの下界値が�右辺の核 ���� で特徴付け

られる状態の位相的エントロピーの下界値に等しいことを表している� 左辺の状態が漸近

する状態は � ��� が ��� と２回目の接触をする状態である� しかし� � ��� が ��� と１回目

の接触した状態と２回目の接触した状態の位相的エントロピーの下界値は等しいという事

実をここでも利用している� ���� の位相的エントロピーの下界値は式 �
���	で得られる�

式 6020;8の説明�

式 �
�
6	は式 �
�
�	から得られる� ���� � 
	� ��� �� � �	の核は ����������������� であ

る� 極限の状態に関して下記の関係が得られる�

!��
���


������������������	 � 
���	 �
��6	

式 6020<8と 602=>8の説明�

式 �
�
,	は式 �
���	より得られる� 式 �
��0	より極限に関して次の関係が成立する�

!��
���


����������	 � !� �� �
��,	

式 �
���	は式 �
���	より得られる� 式 �
��6	より極限に関して次の関係が成立する�

!��
���


���������������	 � !� �� �
���	
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��� 局所的順序関係

� ��� に漸近している不安定多様体の弧の列が存在する� 一方では ������ に漸近してい

る安定多様体の弧の列が存在する� � ��� と ������ が接触している状態を考える� この接触

が生じる前後に�漸近している不安定多様体の弧と漸近している安定多様体の弧の交差が

無限回生じる� ここでは代表的な例として ��� と ����� が最初の接触をしている状態つま

り ��� � と� ��� と ����� が最初の接触をしている状態つまり ��� � を以下で扱う� この節

のタイトルの局所的という語は� ��� � または ��� 	 の周辺で生じる交差の順序関係である

ことを反映している�

��	�� 不安定多様体上の区間の定義

0.2 0.4 0.6 0.8 1
x
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図 
��� 区間 ��� ��	�� � �����	�� � ��� ��	���
� �����	���

の定義�

�� と �� に部分区間の列を定義する� そのために ��� と ����� が最初の接触点を � � に

持つパラメーターを考える� この接触はパラメーターを �から増加したとき�図 
��に示し

た ��� と ����� の接触が生じる前に起きる� ��� と ����� が交差点を持つパラメーター

値では� ��� と ����� はすでに交差している� ��� の２つの弧 ��� !���� と �������� を定

義する� ここで �と �は ����� にあり� !と � は ����� にある��図 
�0を参照	� もっと正

確に言うと� ��� と ����� が最初の接触で�少しパラメーターの値を増加する� この結果�

接触点は２つの交点に分離する� これらの点は !と � で� � は !より安定多様体上で上流

にある� この状態で ����� は ��� と交差している� � の内部にある ����� は上流区間と下

流区間をもつ� ��� はこれらと交差する� �と �を下流区間との交差点とする� ただし� �
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は �より安定多様体上で上流にある�

２つの弧 ��� !���� と �������� の元像は �� にある� これらをまとめて

 �� � ������ !���� � �����������

と書くことにする� 次に � ��� は ����� と ����� と交差している� これより交点 4� &�
�+

を同様にして定義できる� よって  �
�
� �� を次のように定義する�

 �� � ����4� &�� ���
� ����
�+�����

以上の手順を繰り返して順次区間  �
�
�$ � �	を定義できる� これらの区間に関して下記の

性質が成り立つ�

性質 ��

���  �
�
�  �



� � �$� � � �� $ � �	�

��� $ � �とする� � ��
 �
���
は � ��� �� と ��� の間にある� そして次の関係が成立する�

!��
���

� ��� �� � ���� �
���	

式 �
���	 が述べている漸近構造はラムダ補題 ��� を用いて証明できる� 同様の関係が

 �
�
�� 
 �

�
	に対して成立する� 最後に �� � ����� に区間 "�

�
� ��� �

�
を定義する�

ここで２つのホモクリニック軌道 !��� ��	と ���� ��	を定義する� � ��� � ������ に点を

持つホモクリニック軌道を!��� ��	と記す� 但し � � �� � �� � � �� �� � �が成立している
とする� � ��� � ������ に点を持つホモクリニック軌道を ���� ��	と記す� 但し � � �� � ��
� � �� �� � �が成立しているとする�
命題 ���� �と �� に対して� � � �� が満たされるならば下記の性質が成立する�

���!��� ��	 � !���� �	 � �� !��� ��	と!���� �	は対称点を持たない�
��� ���� ��	 � ����� �	 � �� ���� ��	と ����� �	は対称点を持たない�
証明� ホモクリニック軌道は �� に１点をもつ� 実際�もし２点もつとするならば不安定多

様体または安定多様体が自分自身と交差する� 軌道 !��� ��	は � ��� に点を持ち� !���� �	
は � ���� に点を持つ� これより ���の最初の主張は証明された� 命題 
�１より第２の主張

が導かれる� ���の証明も同様にして行える� 9�:� �

��	�� 記号

最初に記号
!��� ��	� !�����	 �
���	

を導入する� これは�!��� ��	と!�����	の間の順序関係を表している� 我々は�この関係

を !��� ��	は !�����	を強制すると読む� これは !��� ��	で表される � ��� と ������ の




�� 局所的順序関係 ��

ホモクリニック接触点または交差点が存在すれば� !�����	 で表される �	�� と ��	�

��

のホモクリニック交差点が存在することを意味する� 下記の記法も利用する�

���� ��	 � ������	� �
��
	

これらの記法を利用するときの注意を述べる� � ��� と ������ のホモクリニック接触か

ら交差への過程が何度も生じる場合を考える� 接触点の場合� 何回目の接触なのかを決め

る必要がある� また交差点の場合も�何回目の接触で生じた交点なのかを確定する必要が

ある�

!��� ��	が存在するとしよう� この軌道に強制されるホモクリニック軌道を!�����������	

と書く� ここで ���� � >�G��� ��	が満たされているとする� ���� ��	に対しても同様の記
法を用いる�

��	�� 順序関係１

ホモクリニック軌道 !����	 に強制されるホモクリニック軌道 !��� ��	 の順序関係を
導く�

定理 ���� ��� と ����� が最初の接触で � 
 �
�
� ��
 �

�
� �が成立していると仮定する� ホモ

クリニック軌道!��� �	に強制されるホモクリニック軌道に対して次の力学的順序が成立
する�

表 ���� 力学的順序�

 �
�

 �
�

 �
�

 �
�

!��� �	 � !���1	 � !��� 0	 � 
 
 
 !����	
� � � �

 �
�

!�1� �	 � !�1�1	 � !�1� 0	 � 
 
 
 !�1��	
� � � �

 �
�

!�0� �	 � !�0�1	 � !�0� 0	 � 
 
 
 !�0��	
� � � �

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


!��� �	 � !���1	 � !��� 0	 � 
 
 
 !����	

証明を行う前にいくつかの注意事項を述べておく� エノン写像において定理 
��の条件

が成立している� 実際� ��� と ����� の最初の接触は � � ��
�で生じ� � 
 �
�
と ��
 �

�
の最

初の接触は � � 
��で生じる�

右の箱と下部の箱において�条件 � � �を満たすホモクリニック軌道 !��� �	 �!��� �		
は� それぞれの行または列の極限集合である� � � � の極限において� !��� �	と !��� �	
は!����	に漸近する�
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表 
��は�!��� �	がこの表の中のすべてのホモクリニック軌道を強制することを意味し
ている� ホモクリニック軌道!��� �	 �� � �	は�対称ホモクリニック軌道をもつ� この軌道
はホモクリニック接触点または交差点を ����	� �

にもつ�

表 
��のメインの箱の中の !��� �	についての注意を述べる� � � �
�
と ����  �

�
は２つの弧

をもつ� そのため� これらの弧の接触から交差への過程は４回生じる� ４回のうちどの接

触から交差へが生じても表 
��の順序関係は成立するので�これら４回の過程を一つのグ

ル－プとして扱うことにする� 次に右側と下の箱の中の軌道について述べる� 共通部分の

!��� �	の場合は�１本の安定多様体と不安定多様体の弧が接触して生じるので�接触の回
数は１回である� これ以外において接触は２回生じる� これらも一つのグル－プ化として

扱う�

��� と ����� の最初の接触は２次接触である� この接触状態で定理 
��を証明する� 最

初の接触から交差で生じたホモクリニック軌道が !��� �	である� パラメーターを増加す
ると第２回目の接触が生じる� この接触は３次接触である�

左矢印の証明� � 
 �
�
が ����� に接触するまでの様子を調べる� ����� に安定多様体の弧

��
 �
�
� ��� �

�
� 
 
 
が�この順に漸近している� これより ����� は最初に ��
 �

�
と接触し�次

に ��� �
�
と接触し最後に ����� と接触する� これより第１行の順序関係が導かれる� 他の

行の順序関係の証明も同様である�

上矢印の証明� 先ず ��
 �
�
が ��� に接触するまでの様子を調べる� 性質 ����より不安定多

様体の弧が並んでいる順が分かる� つまり ��
 �
�
は � 
 �

�
と接触し� 次に � � �

�
と順に接触

して�最後に ��� と接触する� これより順序関係の第１列の順序が得られる� 他の列の順序

関係の証明も同様である� 9�:� �

表 
��に含まれるホモクリニック軌道の記号列を表 
�
に示す�

表 ���� 表 ���のホモクリニック軌道の核�

軌道名 核 核

!��� �	 �� ��

!��� �	 �������� ��������

�������� ��������

!��� �	 �������� ��������

�������� ��������

!��� ��	 �����������
�
��� �����������

�
���

�����������
�
��� �����������

�
���

�����������
�
��� �����������

�
���

�����������
�
��� �����������

�
���
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�

表 
�
において� !��� �	に対する記号は２つある� これは接触する安定多様体と不安定
多様体の弧が１本であることによる� また !��� �	 �� � �	の記号が４つある理由は�不安
定多様体の弧が２本で�安定多様体の弧が１本であるためである� !��� �	 �� � �	に関して
は不安定多様体の弧が１本で�安定多様体の弧が２本である� !��� ��	 ��� �� � �	に関して
は不安定多様体と安定多様体の弧が共に２本あるために� 記号列は８個ある� 次に記号列

の決め方を簡単に説明する�

0

1

2

0

1

2

3

4

5

6

0

1

2

3
4

5

6

7

P u

vTu

図 
��� ３つのホモクリニック軌道の一部� これらは黒い円盤� 灰色の円盤� 青い四

角で描かれている� 数字 �は 
� を表す� 左上の角にサドル �がある�

図 
�6に �� から出発する対称ホモクリニック軌道を３つ描いてある� 点 �� は数字 $で記

してある� !����	には２つ軌道がある� そのひとつが黒い円盤で描かれた軌道である� �	

は �� にあり� �	 に含まれているので記号は �である� 点 �� は ��� と ����� の交差点にあ

り� その記号は �である� 点 �� は �� にあるので記号は �である� また ��� は �� � �����

にあるので記号は �である� よって ��� から �� までの記号列は ����であり�核は ��であ

る� 同様にして残りの軌道の記号列は ��と得られる�

次に !��� �	の記号列を決める� 初期点 ��
	
が  �

�
� �	 にある一つのホモクリニック軌道

を灰色の円盤で描いた� この軌道は �の近くを通過し�不動点 �を１回転して �	 �黒い円
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盤	の近くに戻ってくる� この図 
�6で �から 
までの点は安定多様体と不安定多様体の

交差点にある� �の点は交差点の少し下に描いてある� その理由は� �の点を交差点として

描くためには更に複雑な図が必要になるためである� 次の点 ��


は ����� にあり� �� の少し

上にある� 点 ��
�
は �� にある� よってこの軌道の記号列の核は ������である�

!�1� �	のホモクリニック軌道の一つを�図 
�6に青い四角で描いた� この軌道は上で述

べた !��� �	のホモクリニック軌道に比べ�更に �の近くを通過する� そのために �の近

くに滞在する回数が１回増える� よって核は �������である� この結果� !��� �	に対する
核 ��������が得られる� 同様の手順で残りの３つの核の表現も得られるので詳細は省略す

る� これらの表現が得られると 
に関する対称性より�!��� �	の核の表現が決まる�
!��� �	は４個の対称ホモクリニック軌道の点と４個の対称でないホモクリニック軌道

の点を含む� 初期点 ���
	
が  �

�
� �	 にあり� ���
 � � 
 �

�
� ��
 �

�
が対称線 � � にある対称ホモ

クリニック軌道の核を決める� ���


は ��



の近くにある� ここで ��



は前に!��� �	について説

明したときに利用した軌道点である� そのため ���
	
から ���



までの記号列は ������である�


�
 � �
 を利用すると�次の式が得られる�

��� � ����� �
���	

ここで �は整数である� 次の関係が成立する�

�����	 � ������	� �
���	

ここで ���	は次の式で定義される�

���	 � ����	 � $ �� � ��	� �
��1	

つまり対称性より ���
	
から ���



までの記号列がきまると ���

�
から ���

�
までの記号列が自動的

に決まることを意味している� 決められた記号列は ����である� これらの２つの記号列を

つなげると核は ����������と決まる� これ以外の対称ホモクリニック軌道に対しても同

様にして ����������� ����������� ����������と得られる� 対称でないホモクリニック

軌道に関しても ����������� ����������� ����������� ����������と得られる� 導出の

詳細は省略する� これら８つの核は同じ位相的エントロピーの下界値である !� �����を与

える�

表 
�
の記号列を用いて位相的エントロピーの下界値を計算できる� 表 
��には最大固

有値を示してある�
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�

表 ��
� 最大固有値�

軌道名 
��� 軌道名 
��� 軌道名 
��� 軌道名 
���

!��� �	 ��1,� !��� �	 ����� !�1� 1	 ����
 !�0� 0	 ��1�6

!��� �	 ���1, !��� 1	 ���,
 !�1� 0	 ���1� !�0� 6	 ��1��

!�1� �	 ���6� !��� 0	 ����1 !�1� 6	 ���11 !�0� ,	 ��1��

!�0� �	 ��1�� !��� 6	 ����1 !�1� ,	 ���0� !�0� ��	 ��1��

!�6� �	 ��1�� !��� ,	 ����� !�1� ��	 ���0� !�0� ��	 ��1�


!��� ��	 から得られる位相的エントロピーの下界値を 
����!��� ��		 と書く� 関係
!��� ��	 � !�����	 が成立しているとき� 必ずしも 
����!��� ��		 � 
����!�����		 が

成立しているとは限らない� 例として !��� 1	 � !��� �	 であるが� 
����!��� 1		 �


����!��� �		である� 力学的順序関係と位相的エントロピーの下界の大小は一致しないこ
とがある�

力学的順序!��� �	� !��� �	が成立することは自明である� しかし�!��� �	と!����	
の間の順序関係を決めることはできない� この順序関係を決めるためには� 与えられた写

像で不安定多様体と安定多様体の構造を明らかにする必要がある� パラメーターを増加し

たとき� これらの構造がどのように変化するかを調べ順序関係が決定される� 単に位相的

エントロピーの下界値の比較からでは順序を決定できない�

��� と ����� の２回目の接触から交差の過程を調べる� この過程は３次接触である� １

回目の接触から交差で生じた核 ��をもつホモクリニック軌道が� ３次接触を経てその周

りに２つホモクリニック軌道を生む� � � �にある点の核は ��で � � �にある点の核は ��

である� このホモクリニック軌道も記号としては!��� �	で表される� ３次接触の前後で発
生するホモクリニック軌道に関しても表 
��と同じ表現を用いて表現できる� 結果だけを

表 
��に示す� !��� �	等は !��� �	に強制されるホモクリニック軌道として定義した� 表

�
から!��� �	が残りのすべてのホモクリニック軌道を強制していることが分かる�
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表 ���� 力学的順序�

 �
�

 �
�

 �
�

 �
�

!��� �	 � !���1	 � !��� 0	 � 
 
 
 !����	
� � � �

 �
�

!�1� �	 � !�1�1	 � !�1� 0	 � 
 
 
 !�1��	
� � � �

 �
�

!�0� �	 � !�0�1	 � !�0� 0	 � 
 
 
 !�0��	
� � � �

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


!��� �	 � !���1	 � !��� 0	 � 
 
 
 !����	

表 
��に含まれるホモクリニック軌道の核を表 
�1に示す� 例として表 
�1の!��� �	の
記号列を利用して位相的エントロピーの下界を計算できる� この値は表 
�
の !��� �	の
値と同じである� よって位相的エントロピーの下界については省略する�

表 ���� 表 ���のホモクリニック軌道の核�

軌道名 核 核

!��� �	 �� ��

!��� �	 �������� ��������

�������� ��������

!��� �	 �������� ��������

�������� ��������

!��� ��	 �����������
�
��� �����������

�
���

�����������
�
��� �����������

�
���

�����������
�
��� �����������

�
���

�����������
�
��� �����������

�
���

��	�� 順序関係 �

���� �	に強制されるホモクリニック軌道の力学的順序を決定する定理 
��を紹介する�

証明法は定理 
��と同じなので�証明は省略する�

定理 ���� ��� と ����� が最初の接触をしたとき� � �"�
�
� ��� �

�
� �が成立していると仮定

する� このとき対称ホモクリニック軌道 ���� �	に強制されるホモクリニック軌道 ���� ��	
の力学的順序は表 
�0で得られる�




�� 局所的順序関係 
	

表 ���� 力学的順序�

 �
�

 �
�

 �
�

"�
�

���� �	 � ���� �	 � ���� 1	 � 
 
 
 ���� �	
� � � �

"�
�

���� �	 � ���� �	 � ���� 1	 � 
 
 
 ���� �	
� � � �

"�
�

��1� �	 � ��1� �	 � ��1� 1	 � 
 
 
 ��1� �	
� � � �

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


���� �	 � ���� �	 � ���� 1	 � 
 
 
 ���� �	

エノン写像では� ��� と ����� との最初の接触は � � 
����で生じる �図 
��を参照	� ま

た � �"�
�
と ��� �

�
の最初の接触は � � ��1,で生じる� よって定理 
��の条件は満たされて

いる�

ホモクリニック軌道 ���� �	の出現は馬蹄の完成と同時に生じるので�第１回目の接触の
みで第２回目の接触は存在しない�

表 
�0に含まれるホモクリニック軌道の核は表 
�6に記載されている� また表 
�6の核

を利用して�位相的エントロピーの下界が計算できる� その結果として�表 
�,に最大固有

値を示す�

表 ���� 表 ���のホモクリニック軌道の核�

軌道名 核 核

���� �	 � �

���� �	 ������� �������

������� �������

���� �	 ������� �������

������� �������

���� ��	 ����������
�
��� ����������

�
���

����������
�
��� ����������

�
���

����������
�
��� ����������

�
���

����������
�
��� ����������

�
���
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表 ���� 最大固有値�

軌道名 
��� 軌道名 
��� 軌道名 
��� 軌道名 
���

���� �	 � ���� �	 ��0�0 ���� �	 ��6�� ��1� 1	 ��,�01

���� �	 ��0,� ���� �	 ��0�� ���� 1	 ��6�, ��1� 0	 ��,�,�
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したように我々が数値計算した範囲では�関係 ���� ��	 � ������	が成立しているならば


�������� ��		 � 
����������		が成立していることが分かる�
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第 �章

３つ折れ馬蹄が完成するまでの位相
的エントロピーの増加　 �

１つのパラメーター � �� �	を含む２重可逆２次元３次関数写像では�最終的に３つ折れ
馬蹄が生じる� ３つ折れ馬蹄が生じると系の位相的エントロピーの下界は !� 
である� 馬

蹄が完成する過程でサドルノード分岐で生じる対称周期軌道の出現順序関係を導く� 我々

が扱う写像では � が � において可積分系であるが� � が正になると系の位相的エントロ

ピーの下界は !� �にジャンプすることを示す�

��� 序

力学系では馬蹄が形成されていくにつれて複雑さが進化していく� この過程には非常に

重要で興味ある問題が含まれている������� この論文では�方向保存２重可逆２次元３次関数

写像を調べる��� この写像の特徴を述べた後に�この論文で議論する内容を紹介する� 我々

は�特にシンプレクティック形式で表現された３次関数写像 � を扱う�

���� � �� � � ���	� ����	

���� � �� � ����� ����	

ここで ���� ��	 �@�� � ��	 � ��� � ��	で �は正のパラメーターである�

３次関数写像はダフィング方程式の差分化で得られる� そのためダフィング写像とか２

重井戸写像と呼ばれている� 保存系ならびに散逸系においてもダフィング写像は良く研究

されている���

関数 � ��	の奇関数性が一つの可逆性を保障している� この可逆性は �軸に関する左右の

関係を与えるので左右の対称性と呼ばれる� 式 ��	が変数 �に関して奇関数であることよ

り� � は第２の可逆性をもつ� これは �軸に関する上下の関係を与えることより上下の対

称性と呼ばれる� このように � は上下左右の対称性をもつ２重可逆（対称）写像である�
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３次関数写像としてパラメーターを２つ含む次のような写像 � ��	 � �� � -�� �� � �� - �

�	を考えることができる� 適当なスケール変換 ��� � ��
�

��-� �� � ��
�

��-	で�この写像

は我々が定義した写像になる�
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図 ��� 上図 ���は�ちょうど２つ折れ馬蹄が完成したときの �の不安定多様体と安

定多様体の構造を示している �	 � ������� 
 �のみを表示�� 下図 �
�は�３つ折れ馬

蹄が完成したときの �� の不安定多様と安定多様体の構造である �	 � 
��	��� 第１象

限の灰色の円が �� を�第３象限の灰色の円が �� である� 対称線も描かれている�

３次関数写像は不動点と周期２の点をもつ� 原点 ��� �	はサドルである� �と名づける�

これは安定多様体と不安定多様体をもつ� �� � �"�� �	は� � � � � �では楕円点であるが�

� � �では反射を含むサドルである� � � �では�周期２の点 �� が第１象限と第３象限にあ

る� これらの位置は �"�
� � ����"��

� � ���	である� またこれらはサドルであり�安定多

様体と不安定多様体をもつ�

パラメーターを増加すると �の不安定多様体と安定多様体の弧が接触する� その結果�

２つ折れ馬蹄が系の中に構成される� � � � の領域に存在する２つ折れ馬蹄は図 �����	

に描かれている� ２つ折れ馬蹄の完成するパラメーター � の値は ��100 �� ��
�	 である�

� � ��
� では� � � �の領域と � � �のそれぞれの領域で２つ折れ馬蹄が存在する�

パラメーターを更に大きくして ��
� � 
����になると�３つ折れ馬蹄が完成する� �� の



��� 基本的道具 ��

不安定多様体と安定多様体が３つ折れ馬蹄を構成する� ３つ折れ馬蹄は３つの不動点と２

つある２つ折れ馬蹄を含む� 図 ����%	には３つ折れ馬蹄が描かれている�

上記で説明したことをもとに�系の位相的エントロピーの増加を考えよう� � � �では�

系は可積分系である� よって下界的エントロピーは �である� パラメーターを増加すると�

系の中に２つ折れ馬蹄が出現し次に３つ折れ馬蹄が出現する� これよりパラメーターの増

加によって�位相的エントロピーの下界は !� �に達し�最後に !� 
になると考えられる� 本

論文では�この自然な考えを検証する� そして�この考えが成立していないことを証明する�

つまり�この系では �の値がゼロで無くなると系の位相的エントロピーの下界は !� �にな

る� そしてパラメーターの増大と共に位相的エントロピーの下界は !� 
まで増加する� 途

中で完成する２つ折れ馬蹄は系の複雑さに寄与しない� また３つ折れ馬蹄が完成する前に

おいてサドルノード分岐で生じる対称周期軌道の出現順序も調べる�

��で写像の基本的な性質をまとめる� また後の議論で使用するいくつかの道具を用意す
る� �
で対称周期軌道の出現順序関係を導く� 最後の ��でトレリス法を利用して位相的
エントロピーの下界を計算する�

��� 基本的道具

����� 安定多様体と不安定多様体

軌道の点を � とする� その座標を ���� ��	 と書く� ���		 を �	 の軌道 �
 
 
 � ���� �	� ��� 
 
 


とする� ここで �� � � ��	��8 整数	である� ��� !	� を１次元多様体 � 上の点 �� !を端点と

する開弧とし� ��� !�� を閉弧とする�

サドル � から右上方に出る不安定多様体のブランチを ��

� とする� ��

� を �から右下

方から入る安定多様体のブランチとする �図 �����	を参照のこと	� 安定多様体 ��

� は対称

線 � � と点 �と横断的に交差し�次に � � と �で交差する� 対称性より ��

� は ��

� と上記の

�� �と横断的に交差する� 同様に ��

� と ��

� も定義できる� ここで �と �における横断的

交差についてコメントする� �の値が �に近いときの証明はボレル総和法を用いて行われ

ている��� この証明は完全ではないことが指摘されている。また �の値が ��
以上であれ

ば横断性の証明は簡単に証明できる� 点 �で横断的でないとすると� �における安定多様体

と不安定多様体の傾きは �になる �������を参照	� �の値が ��
以上ではこの矛盾が生じ

ることが示せる�

ここで２つ折れ馬蹄について説明する� ４つの弧 ��� ����

�
� ��� ����

�
� ��� �����

�
����� ����

�

で囲まれた閉領域を ��
�
とする� 図 �����	において�この領域の未来の像と過去への像の共

通領域 ���
�

� �����
�
は４つある� ２つ折れ馬蹄は � ���

�
� �����

�
で �を無限大にした極限

として定義される� 同様にして � ���

�
� �����

�
�� � �	は � � �の領域にある２つ折れ馬

蹄である�
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周期２のサドル �� から左下方にでる不安定多様体を �����	と� �� に左下方から入る安

定多様体を�����	とする� 同様に ��から右上方に出る不安定多様体を�����	�右上方から

入る安定多様体を �����	とする� ３つ折れ馬蹄について説明する� ４つの弧 ���� ������
���

���� ������
��� ���� ������

�
������ ������
�� で囲まれた閉領域を �� とする� ここで �����	が最

初に �軸と交差した点を �� とし� �����	が最初に �軸と交差した点を �� とした（詳細は

図 ��
を参照のこと）� 図 ����%	より� ��� � ����� が９つの領域に分かれていることが分

かる� ３つ折れ馬蹄は � ��� � ����� で �を無限大にした極限として定義される�

����� 対称線

２重対称写像 � は対合 + と 
�また 
と �を用いて次のように表される�

� � + Æ 
 � 
 Æ �� ���
	

これらの対合は次のように得られる�




�
�

�

�
�

� ��

� � � ��	

�
� ����	

+

�
�

�

�
�

�
� � �

�

�
� ����	

�

�
�

�

�
�

�
�

�� � � ��	

�
� ���1	




�
�

�

�
�

�
� � �

��

�
� ���0	

ここで �"��
 � �"��+ � �"��� � �"��
 � ��� 対合によって不変な点の集合は対称線と
呼ばれる�
� 次に４つの対称線の表式を与える�

� � 8 � � ��� ���6	

�� 8 � � �� ���,	

� � 8 � � �� �����	

� � 8 � � � � ��	��� �����	

これらは図 ���に描かれている� 領域 � � � にある ���� を � �

��� と� � � �にある部分を

� �

��� と書く� 領域 � � �にある � ��� を � �

���
と� � � �にある部分を � �

���
と書く�

最後に反転オペレーター 5 � 5��� �	を導入する�

5

�
�

�

�
�

� ��

��

�
� �����	

5と対合の間には� 5 � + Æ 
 � 
 Æ �が成立する� また 5 Æ �����	 � �����	� 5 Æ �����	 �

�����	� 5 Æ �� � �� が成立する�
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図 ��� ３次関数写像の４つの対称線 � 
� � � � � �� � � の構造� �� は � � と � � の交点にある�

����� 周期軌道の可逆性

表 ���と ���において不動点 �と �� を除いた対称周期軌道を分類する�

表 
��� １重対称周期軌道の分類と最小周期数
軌道名 �	 �� 周期数 	 最小周期数

��� �� �� 	 � �� �� � �	 	��� � �

��� �� � � 	 � �� � � �� � �	 	��� � 


��� � � �� 	 � �� � � �� � �	 	��� � 


��� � � � � 	 � �� �� � �	 	��� � �

��� � � � � 	 � �� �� � �	 	��� � �

��� � � � � 	 � �� � � �� � �	 	��� � 


��� � � � � 	 � �� � � �� � �	 	��� � 


��� � � � � 	 � �� �� � �	 	��� � �
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　表 
��� ２重対称周期軌道の分類と最小周期数
軌道名 �	 �� 周期数 	 最小周期数

��� �� � � 	 � �� �� � �	 	��� � �

��� �� � � 	 � �� � � �� � �	 	��� � 1

��� �� � � 	 � �� � � �� � �	 	��� � �

��� �� � � 	 � �� �� � �	 	��� � �

��� � � �� 	 � �� �� � �	 	��� � �

��� � � � � 	 � �� � � �� � �	 	��� � �

��� � � �� 	 � �� � � �� � �	 	��� � 1

��� � � � � 	 � �� �� � �	 	��� � �

表から分かるように�１重対称周期軌道は左右または上下の対称線上に点をもつ� ２重対称

周期軌道は左右の対称線上に１点もち�上下の対称線上に１点もつ� ただし �� から ���� ま

での点は�いかなる対称線上にもないことに注意する� これらの結果の中で最小周期数以

外は参考文献 ��6	で証明されている� よって�ここでは最小周期数に関してコメントする�

表 ���について

�� は � � と � � の交点であることより� ��� と ��� の最小周期は２であることが分かる�

次に � �

�
上に � � ��� ��	をとる� 直接計算より� � � � ���� ��	と � �� � ����� � ���	� ��� � ���		

が得られる� 簡単に ��� � � ���	 � �と �� � � ���	 � �を満たす �� が存在することが分かる�

これは � �� �

� � � �

� � �を意味する� これより ��� の最小の周期が４であることが分かる�

� ��が � � 上にある条件は� 
�� � � ���	 � �である� これを満たす �� が存在することも分

かる� よって ��� の最小周期数は 
である� 表 ���の残りの軌道に関しても最小周期数を

簡単に決めることができるので�詳細は省略する�

表 ���について

�� �

�
は � � �である� この直線と � � � � ��	は原点以外で交差する� この交点の像は �

軸上にある� これより � �� �

� � � �

�
� �が得られ� ��� の最小周期数は６であることが分か

る� �� �

� が � �

� と交差することより� ��� の最小周期数は４である� � �

� は � � � � ��	と交

差する� 交点の像は � �

�
にある� よって ��� の最小周期数も４である� 残りの軌道に関して

も同様な方法で最小周期数を求めることができる� 詳細は省略する�

����� 安定多様体と不安定多様体の構造

ヘテロクリニックローブの定義

�� の不安定多様体 �����	と �� の安定多様体 �����	 は横断的に交差している �図 ��


を見よ	� 横断的交差の証明は ������で行う� �� を出発した不安定多様体 �����	は � �

�
と

点 �� で交差し�次に � �

�
と点 �� で交差する� �� の安定多様体 �����	は逆に � �

�
と �� と



��� 基本的道具 �	

交差し� 次に � �

�
と �� で交差する� �� から �����	 に沿って移動したとき� �� の手前で

�����	 と交差する点を %� とする� 次に �����	 に沿って �� を越えて最初に �����	 と交

差した点を ?� とする� これらの点を 5で反転した点をそれぞれ ��� ��� %�� ?� とする� こ

こで２つの弧 �%�� ������

�
� と �%�� ������
�� で囲まれた開領域を �� とし� ����?�����


�
� と

����?�����
�� で囲まれた開領域を �� とする� これらを 5で反転した領域を �� と �� と定

義する（図 ��
を参照）�
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図 ��
 ������は �� の安定多様体を�������は不安定多様体を表す� ��� ��� ��� �� も描かれている�

�����	と �����	の横断的交差

�����	と �����	が �� で横断的に交差することを証明する� また交差点 �� が存在する

ことも証明する� これらの事実は ������で定義したヘテロクリニックローブの存在を保証
する�
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����	を点 �における不安定多様体の傾きとする� 同様に ���?	を点 ?における安定多様

体の傾きとする� 同様に２階微分を ����	と ���?	と記す� 最初に �����	と �������	の間の

写像を導く� 次に �����	と �������	の間の写像も導く（参考文献 ,	を参照のこと）�

�������	 �
�����	 � � �����	

� � ����	 � � �����	
� ����
	

�������	 �
�����	 � � ������	

�� � �����	 � � �����		
�
� �����	

ここで ���� � ���� �� � ���� � ���	� � �����	 � ��� � 
��
��
	� � ������	 � �1���� である�

点 �が不安定多様体上にあるとすると� +�� 
�� 
�ならびに ��は安定多様体上にある�


�����	 � �����	� +�����	 � �����	�

������	 � �����	� 
�����	 � �����	�

不安定多様体の傾きと�安定多様体の傾きの間には次の関係がある�

+ 8 ���+�	 �
����	

����	 � � � �����	


 8 ���
�	 � �����	 � � ����	� ����1	


 8 ���
�	 �
����	

����	 � � � ����0	

� 8 �����	 � �����	 � � ����	� ����6	

また２階微分に関しては次の関係が得られる�

+ 8 ���+�	 �
�����	

�����	 � �	�
� ����,	


 8 ���
�	 � ����	 � � �����	� �����	


 8 ���
�	 �
����	

�����	 � �	� � �����	

� 8 �����	 � �����	 � � �����	� �����	

図 ��
に描かれている点と弧の関係を記しておく�

�%� � 
�%� � 
�� � ��� �%� � ���

+�� � ��� 
�� � %�� 
�� � %��


���� ������
�� � ���� ������
���


���� ������
�� � ���� ������
���



��� 基本的道具 ��

�����	と �����	を点 �� における安定多様体と不安定多様体の傾きとする� また �����	と

�����	を２階微分とする� これらは式 ��
	と ���	より決定される�

�����	 � � � 1 �
�

�� � ��� � ��� ����
	

�����	 � � � 1 �
�

�� � ��� � ��� �����	

�����	 � ������	 � 1�
�
� � ���

�����	 � �
� �����	

�����	 � � �����	

������	 � �	�
� ����1	

ここで ����	 � � � �����	 � � ���
�	 � � � �����	 � � ���
�	 � ��� 1 �
�
�� � �����	 � �と

�����	 � 1 �
�
��が成立することに注意する�

式 ���	と ��1	より� ����	 � ��と �����	 � �を用いて �����	 � �と �����	 � �が得られ

る� 不安定多様体上の点で �� の近くに �をとる� ただし条件 ���	 �� �� ����	� � ����		 � �

が満たされているとする� 式 ���	より� ���� �	 は負であり� ���5 Æ � �	 は正である� �� か

ら離れるにつれて� �����	の傾きは増加する� 一方では � � ���	は減少する� このことから

条件 ����	 � � を満たす点 �� が �����	 上にある� � �� での不安定多様体 �����	 の傾き

は発散する� よって 5 Æ � �� における �����	の傾きも発散する� よって 5 Æ � �� を最初の

引き返し点 �H�)	と呼ぶ� 次に条件 ����
��	 � � ������	 � �を満たす点 ��� � �����	をとる�

�����	 � ������
��	� � ������	 � �が成立することより� ��から不安定多様体を追いかけると最

初に �� が見つかり�次に ��� が見つかることが分かる� 条件 ����
��	� � ������	 � �を満たすた

めには� � ������	が負であることが必要である� よって �� と ��� は ��
� � ��� � � � ����




の領域にあることが分かる�

���� は第２象限 �� � �かつ � � �	にある� 実際� ��
� � ��� � ���� � ��ならば
��� は第

４象限にある� それゆえに�関係 ���� � 5 Æ 
��� より�上記の主張が得られる� � � は� � � �

かつ �� � � � ���
�

を満たす領域に弧をもつ� 結果として ��� が上記の領域にあり� ����

が � � の上部にあるので主張は証明される�　 +���� が第１象限にあることは明らかであ

る� 同様に理由で +��� も第１象限にあることが分かる� +����� �� � 5 Æ � �� より� +���

は H�)である� よって �����	の H�)は第１象限にある� これらをまとめて命題 ���が得

られる�

命題 ���� �����	の最初の引き返し点は第１象限 �� � �かつ � � �	にある� �� から最初の

引き返し点までの �����	の弧の曲率は正である� この弧は �軸と �� で交差し�次に �� で

�軸と交差する� ２つの交点 �� と �� での不安定多様体の傾きは１より大きい�

点 
��� において安定多様体の傾きはゼロで� ２階微分は正である� よって 
��� は弧

���� ��	���
�� の極小値であり�第４象限にある� これより �����	の点 �� における傾きは負

であることが導かれる� 一方 �����	 の点 �� における傾きは正である� これより命題 ���

が得られる�
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命題 ���� � � �では������	と�����	は点 �� で横断的に交差する�

����で定義した領域 ��

�
と �� に関して� ��

�
� �� が成立することは自明である� すべて

の周期軌道は �� �命題 ��
を見よ	に含まれる� これらは３つのタイプに分類できる� 第１

のタイプは ��

�
に含まれる周期軌道である� 第２のタイプは �����

�
に含まれる周期軌道で

ある� 第３のタイプは ��

�
を出たり入ったりする周期軌道である�

命題 ���� @���� には周期軌道が存在しない�

証明� ��

� ���	と ��

� ���	を� �� の左側にある �� の安定多様体と不安定多様体とする� ここ

で !を次のように定義する�

! � �� � �� � � ��
�

 � ���� ������
�� � ���� �		��� �	 � � � � � � �

�
� � ���
�

! は平面を２分する� � を原点を含まない成分とし� �� � � � ! を定義する� よって

@���� � 5����� � +�� � 
�� � 
+��	を得る� ここで記号 5���
	は集合の内部を表す� 我々は �

の中に周期点が存在しないことを証明すれば十分である� なぜなら !の中の唯一の周期点

は �� であり�これは �� に含まれるからである�

�	 � �の軌道 ���		を考える� �� � ���� � ���	は � �

� の下にある� すなわち ��� � � � ����	��

が得られる� 直接計算で�次の関係が得られる�

��� � ��� � ��� � ��� � ���� � � ����	 � �� ����0	

点 ��	 は � � � かつ � � � を満たす領域にあり� � �

� の下にある� それゆえに 
���		 は

� � �にある� これより ��� � �が得られる� ��� � ��� � �より� ��� � �であることが分かる�

これらの結果をまとめて�次の関係が得られる�

��� � ��� � �� ��� � �� ����6	

この式より ���		は周期軌道でない� �9�:� �	

命題 ���� � � 1���0において３つ折れ馬蹄が存在する�

証明� ���� ������
�� が � �

� と接触すると�３つ折れ馬蹄が完成する� 弧 ���� ������
�� の曲率

は負である� 弧 ���� ������
�� は�式 � � �����	�� � �
� � ���	 � �

�
� � ���で表される直線

の下にある� この直線と � �

� が接する状況では�３つ折れ馬蹄が既に存在している� 接触の

状況は次の式で表される�

����	��� � ��
�	 � �����	��� �

�
� � ���	 � �

�
� � ��� � �� ����,	

ここで �� � ��
�� � ������	��	�
は接点の � 座標である� 式 ��,	の解は � � 1���0であ

る� これで証明が完了した� �9�:� �	

命題 ���の臨界値は数値計算の値 ��
� � 
����に比べ若干大きい�



��
 周期軌道の出現順序関係 ��

����	 区間

� �

� に区間  �� �$ � �	を下記のように定義する�

 ����� � �������� � � �

� �$ � �	� ���
�	

 ��� � ������ � � �

� �$ � �	� ���
�	

ここで  �� � ���� !�	� �
�
����

� ���
	である� 更に  �� と  �

���
の間の区間を定義する�

#�� � �!�� ����	� �
�
� ���
�	

次に � �

� に区間 (�

�
を定義する�

(�

���� � �������� � � �

� �$ � �	� ���

	

(�

�� � ������ � � �

� �$ � �	� ���
�	

ここで (�

�
� ������	� �� � ���

� ���
である� 最後に (�

�
と (�

���
の間の区間を定義する�

��

� � ��������	� �� � ���
�	

同じ手順で � �

�
に区間 #�

�
� 5 Æ #�

�
を� � �

� に ��

�
� 5 Æ ��

�
を定義する� 以下では記号

#� � #�� � #�� を用いる� ���#�	を #� が生じる臨界値とする� 同様に �� �� ��

� � ��

� 	が生じ

る臨界値 �����	も定義する�

��� 周期軌道の出現順序関係

����� 周期軌道の一般化された出現順序関係

安定多様体と不安定多様体が接触する前後で成立する周期軌道の一般化された出現順序

関係を導出する� ここで得られた順序関係は同じ状況が成立する他の系でも成立する� 初

期値 �	 は � �

�
にあり� 軌道の途中の点 �� で � �

� を通る対称周期軌道 �����		 のみに制限

する�

命題 ��	� � �

� に区間 #�� が存在するならば� �
�

� に区間 ��

���
が存在する�

証明� $を１以上の奇数とし�区間 #�� を考える� 直接計算から� �
��� �

� は � �

� の上部にある�

一方� ������� ������
�� � �%�� ������
�� が成立し� � �

� の下部にある� これらの事実から �����

は � �

� と交差する� これは � �

� に区間 ��

���
があることを意味する� 対称性より ��

���
が存在

する� $が２以上の偶数の場合も同様にして証明できる� �9�:� �	
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不安定多様体の区間 ��� � �%��5 Æ �����	���
�� と安定多様体の区間 ��� � ����?�	���
�� を

定義する� また ��� � 5 Æ ��� と ��� � 5 Æ ��� を定義する� ��
�

� � ��� が成立する� ここで定義

した不安定多様体と安定多様体の区間と�前に定義した対称線上の区間の間に成立する関

係を以下に示す�
!��
���

� ��#����� � !��
���

� ����#����� � ��� � $ � �	� ���
1	

!��
���

������

���� � !��
���

����������

���� � ��� � $ � �	� ���
0	



��
 周期軌道の出現順序関係 ���

定理 ���� �は２以上の整数とする� � ���� と ��� が � � ����	 �� ���#�		において２次接触し�

� � ����	では横断的交差をしているとする� また � ���� と ��� が � � ����	で３次接触し�

� � ����	では横断的交差をしているとする� このとき表 ��
��	-��	の順序関係が成立する�

表 
�����

���� � ���� � ���� � ���� � 
 
 

#� ��� � �$	 � � � ��� � �$	 � � � ��� � �$	 � 1 � ��� � �$	 � �� � 
 
 

� � � � �
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#��� ��� � �$	 � � � ��� � �$	 � 1 � ��� � �$	 � �� � ��� � �$	 � �� � 
 
 

� � � � �
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表 
���
�

���� � ���� � ���� � ���� � 
 
 

#� ��� � �$	 � � � ��� � �$	 � � � ��� � �$	 � 1 � ��� � �$	 � �� � 
 
 

� � � � �

#��� ��� � �$	 � � � ��� � �$	 � 1 � ��� � �$	 � �� � ��� � �$	 � �� � 
 
 

� � � � �

#��� ��� � �$	 � 1 � ��� � �$	 � �� � ��� � �$	 � �� � ��� � �$	 � �6 � 
 
 

� � � � �
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�����

���� � ���� � ���� � ���� � 
 
 

#� ��� � �$	 � � � ��� � �$	 � � � ��� � �$	 � 1 � ��� � �$	 � �� � 
 
 

� � � � �

#��� ��� � �$	 � � � ��� � �$	 � 1 � ��� � �$	 � �� � ��� � �$	 � �� � 
 
 

� � � � �

#��� ��� � �$	 � 1 � ��� � �$	 � �� � ��� � �$	 � �� � ��� � �$	 � �6 � 
 
 

� � � � �

#��� ��� � �$	 � �� � ��� � �$	 � �� � ��� � �$	 � �6 � ��� � �$	 � �� � 
 
 

� � � � �

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


証明� #�
�
の像は ��� に集積する� これらは ��� の自然な方向に関して ��� の左に存在する� 一

方 ��

� の像は ��� の左側に集積する� これらの事実を用いて順序関係の証明を行う� 証明を

行う前に�安定多様体と不安定多様体の接触には４つの状況があることを示す� � ���� の方

向が右で� ��� の方向が左の場合である� これは表 ��
��	の順序関係を導く� � ���� の方向と

��� の方向が共に右の場合である� これは表 ��
�%	の順序関係を導く� � ���� の方向と ��� の

方向が共に左の場合である� これは表 ��
��	の順序関係を導く� � ���� の方向が左で� �
�

� の

方向が右の場合である� これは表 �����	の順序関係を導く�

以下では表 ��
��	の順序関係を導く� 他の場合も同様であるので詳細は省略する�

$が奇数の場合は� � �����#�� は �����

���
� �������

���
� �������

���
� 
 
 
 ���� の順に接触し交差

する� それゆえに次の順序関係が得られる�

��� � �$ � �	 � � � ��� � �$ � �	 � 1 � ��� � �$ � �	 � ��� 
 
 
 �



��� 位相的エントロピー ���

この方法より右矢印で表わされたすべての順序関係が証明される�

次に �����

���
は � �����#�

�
� � ���#�

���
� � �����#�

���
� 
 
 
 �� ���� と順に接触し交差する� これよ

り次の順序関係が得られる�

��� � �$ � �	 � � � ��� � �$ � �	 � 1 � ��� � �$ � �	 � ��� 
 
 
 �

これらの順序関係は表 ��
��	では下矢印で表されている� 残りの下矢印で表わされた順序

関係も証明される� �9�:� �	

��� 位相的エントロピー

����� �がゼロに近い極限

定理 ���を証明するために命題 ��1を最初に証明する�

命題 ���� � � �において�ヘテロクリニックローブ �� は対称線 � �

� と交差している�

証明� �� �

� と �� � ��� が交差することを証明すれば� この命題を示したことになる� 直

接計算より � �� �

� は �より第３象限に出て �軸の � � �の部分と交差して第２象限に入

る� 次に �軸と交差して第１象限に入り�最後に �� に到達する� 我々の興味は �� �

�
の第３

象限における振る舞いである� ここで点 �	 � �����������	 ��� � 	�
� 		を � �

�
上にとる� こ

の点の像 ��	 � ���� � 
��6	��� ����� � 
��6	��	は� � � �����	�� � ��	 � ��� ��

�
� � � �	

の左側にある� つまり ��	 は弧 ���� ������
�� の左側にある� よって �� �

� は ���� �����

�
と交

差している� より正確には � �

� は弧 �?�� ������
�� � ���� �����

�
と交差する� これ以外の弧

���� �����

�
��?�� ������
�� と交差すると�不安定多様体同士が交差したり� �	 が第１象限に存

在するといった矛盾がでる� まとめて �� �

�
は �� � ��� に入り出て行く� 以上で証明が終

了する� �9�:� �	

定理 ���� � � �において � の位相的エントロピーは !� �以上である�

証明� � � の対称性より�命題 ��1は �����	と �����	は � �

� 上で交差すると言い換えられ

る� 正確には ���� %�	���
�� と �?�� %�	���
�� が交差する� 但し %� � +%� である� �が十分に大

きいときはこれらは４点で交差している� そのうち２点が � �

�
上にある� しかし� �が小さ

くなると � �

�
上にある２点のみとなる� 同様の現象は第１象限でも生じることに注意する�

上記の現象は�パラメーターを大きくすると � �

� にあった２つの交差点のうち上部にあっ

た交差点が３次接触して�その周りに２つ新たな交差点を生むことを述べている� この分

岐については参考文献 ��	に証明がある� よって定理 ���を証明するためには３次接触し

ている状況�またはその前の状況で証明を行えばよいことが分かる�
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図 ��� ������ と ������ が３次接触をしている状況でのトレリス� 図の中の

�� �����はトレリス法におけるコントロール辺であり�黒い丸は �である�

コリンズによるトレリス法 �� を図 ���の接触状況に適用して位相的エントロピーの下界

を計算する� コントロール辺 �� !����間の遷移行列を求め�次に特性方程式を求める���������������������

� ! � �

� � � � �

! � � � �

� � � � �

� � � � �

�������������������	
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�
 � �	�
 � �	�
� � 
 � �	� ���
,	

固有値の最大値は２である� これより位相的エントロピーの下界は !� �である� �9�:� �	

定理 ���は位相的エントロピーが �に関して連続でないことを意味している� � � �の

極限では �の近くで !� �のエントロピーを担うカオスを観測できない� これは �� の近傍

から �� の近傍にジャンプする運動とその逆の運動が担っている� 強いカオスは無限遠から

やってくる� ２つ折れ馬蹄の中のカオスは系の位相的エントロピーに寄与しない�

����� 位相的エントロピーのパラメーター依存性

トレリス法を利用して１２の接触状況で位相的エントロピーの下界を計算した� 結果

は図 ���に示した� 
��� は２から３へと単調に増加する� 平らなの領域の長さは � ��� と



��� 位相的エントロピー ��	
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図 ��	 ���
 のパラメータ依存性�

� ���� の形状に依存する� � と �� が大ききなると不安定多様体と安定多様体は折りたたま

れて非常に細くなる� この結果�接触点では非常にシャープな構造をもつ� そのために平ら

な領域は非常に短くなる�
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第 �章

３つ折れ馬蹄が完成するまでの位相
的エントロピーの増加　 ��

ここでは３次関数写像と標準写像における位相的エントロピーを調べる� 用いる方法は

トレリス法である� この方法を利用して� これらの写像において３つ折れ馬蹄が完成する

までどのように位相的エントロピーが増大するか調べる� またマルコフ分割に似た自然な

空間の分割が存在する条件に関する予想を述べる�

��� 序

力学系で馬蹄 �� が完成するまでに生じる様々な分岐現象を研究することは一つの大き

なテーマである� 現在も研究が進行している� エノン写像では２つ折れ馬蹄 ��'3	が生じ

る �エノン写像に関しては第１章から第３章を参考のこと	�����	� ３つ折れ馬蹄 �
'3	 が

生じる系もある� ２次元３次関数写像が代表的な例である���� また標準写像ではパラメー

ターの増加にともない最初に３つ折れ馬蹄が生じ� 次に ５つ折れ馬蹄が生じる� 一般に

�� � � �� � �	 折れ馬蹄が生じる���� 開放剛体散乱ビリヤード系では � �� �	枝馬蹄が存

在する���� 
'3の完成の過程は �'3の完成の過程に比べてより複雑であろうと思われる�


'3が完成するまでの系の複雑さの増大を決定したい� そのためこの論文では周期軌道の

増大率の情報から位相的エントロピーを計算する� 我々は下記のシンプレクティック形式

の２次元写像 � をもとに�この問題を調べる�

���� � �� � � ���	� ����	

���� � �� � ����� ����	

ここで関数 � ��	 はひとつのパラメーター � のみを含むとする� 位相的エントロピーは

� � �のときゼロであり� � � ��
� で !� 
となる� ただし ��
� は 
'3が完成する臨界値で

ある� この値は � ��	の形に依存する�
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３つ折れ馬蹄の完成に至るルートとして２つが知られている� 最初のルートは第４章で

紹介したルートである� つまり � ��	 � ��� � ��	 の場合である� � � � で位相的エントロ

ピーはゼロである� しかし �が有限値をとると位相エントロピーは !� �にジャンプする�

その後パラメーターの増大につれて位相エントロピーは !� 
 へと増加する� 詳細は第４

章を参考にしてもらいたい� 第２のルートは � ��	 � ���� � ��	 �３次関数写像：?>	とか

� ��	 � � 
�� � �標準写像：3>	で観測されるルートである� � � �で位相的エントロピーは

ゼロである� �が増大するにつれて位相エントロピーは !� 
に向かって増大する� この論

文では第２のルートについて調べる� ?>は平面で定義されているが� 3>は円筒面で定義

されていることを注意しておく� しかし�標準写像で 
'3の構成までを調べるときは定義

されている曲面の差が結果に反映することはない� ちなみに ?>において ��
� は 0���
 
 
 

であり� 3>に対しては 6��0� 
 
 
である�
ここでは不動点についてまとめておく� ?>の不動点は � � ��� �	は楕円点または反転

サドルである� �� � �"�� �	はサドルである� 一方� 3>の不動点 � � �	� �	は楕円点また

は反転サドルである� � � ��� �	と �� � ��	� �	はサドルである� 楕円点 �は�いづれの写

像においても � � �で周期倍分岐を起こす�

����節では�対称周期軌道の性質を述べる� また 
'3の構成の仕方を解説する� ���
節
では�トレリス法を用いて位相的エントロピーの下界値を求める� ����節では�位相平面の
自然な分割について議論する� そしてこれを用いて周期軌道の個数を計算する� ����節で
は�遷移行列と馬蹄の関係を議論する�

��� 対称周期軌道と３つ折れ馬蹄

初期点 �	 から出発する周期軌道を ����		 � ��	� ��� � � � � ����
 とする� ただし� �� �

����� �$ � �� � � � � 	 � �	� �	 � ����� である� 添え字 	は周期数を意味する�

写像 � は �つの対合の積で２通りに記述できる����

� � + Æ 
 � 
 Æ �� ���
	

ここで対合 +�
� 
� �は下記のように定義される�

+

�
�

�

�
�

�
� � �

�

�
� 


�
�

�

�
�

� ��

� � � ��	

�
� ����	




�
�

�

�
�

�
� � �

��

�
� �

�
�

�

�
�

�
�

�� � � ��	

�
� ����	

�+ � �"��
 � �"��
 � �"��� � �� に注意する� 対合の不動点の集合は対称線と呼ばれ
る���� ２つの写像 ?>と 3>において�この論文で使用する対称線を以下に示す�

� � 8 ���� �		� � ��
 �?>	� ���1	



��� 対称周期軌道と３つ折れ馬蹄 ���

8 ���� �		� � ��� � 		
 �3>	� ���0	

�� 8 ���� �		� � �
 �?>	� ���6	

8 ���� �		� � 	
 �3>	� ���,	

� � 8 ���� �		� � �
 �?>� 3>	� �����	

� � 8 ���� �		� � � � ��	��
 �?>� 3>	� �����	

領域 � � � �� � �	にある対称線 �� を� � �

�
�� �

�
	と書く� � �

�
と � �

�
も同様に定義される�

?>の場合�領域 � � � � � ��� � � � �	にある対称線 � � を � �

� ��
�

� 	と書く� 3>の場合�

領域 	 � � � �	 �� � � � 		にある対称線 � � を � �

� ��
�

� 	と書く� �
�

�
も同様に定義される�

?>に対する写像 � は� ��� �	を中心として �6�Æ 回転に対して不変である� 3>の場合の

回転中心は �	� �	である� これらの回転を 5とする�

5 8 � #� ��� � #� �� �?>	� �����	

5 8 � #� �	 � �� � #� �� �3>	� ����
	

ここで 5 � � Æ 
 � 
 Æ � � 
 Æ + � + Æ 
が成立することに注意する�
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�次元多様体を �とし�この上にある �点を �� �とする� これら �点を端点とする �の

開弧を ��� �	� と書く� 多様体 �が方向を持つ場合� ��� �	� の左端点が上流にあり右端点は

下流にあるとする� 閉弧 ��� ��� に関しても同様に定義される�

次に ?> を利用して 
 つ折れ馬蹄の構成について説明する �図 �����	 を参照のこと	�

不安定多様体 �����	 は � �

� と点 �� において横断的に交差している� また � �

� と点 ��

で横断的に交差している��
� 不安定多様体 �����	 は � �

�
と点 �� で横断的に交差し� � �

�

と点 �� でも横断的に交差している� �� を弧 ���� �������
�
�� ���� ���������� ���� ����������

���� ��������� で囲まれた閉じた領域とする� 更に �� � ���� ���������� と �� � ���� ���������

を定義する� 次に ��� が �� と最初の接触をした状況を考える �図 ����%		� この状況が 
'3

が完成である� 標準写像においても同様に �� を定義できる� 以下では �� に含まれる周期

軌道を考える� ?> の場合� すべての周期軌道は �� に含まれる� ����� は遊走集合であ

る� 一方 3>においては �� を出入りする周期軌道が存在する� しかしこの論文ではその

ような周期軌道 ��無視する�

性質 �� ?>においては 
つ折れ馬蹄が � � ��6��0で存在し� 3>では � � 6�
��1� 
 
 
で
存在する�

証明� 3>に対して証明する� �から不安定多様体を追いかて 始めて傾きが発散する点を

最初の引き返し点とする� そうすると不安定多様体は �から最初の引き返し点まではグラ

フである� これを � � &��	と書く� 少なくとも �から & の傾きが最初にゼロになる点まで

は� &��	の �階微分は負である���� これより &��	の傾きは減少する� よって &��	は直線

� � ��� �� � �	の下部にある� �� � �
�

�� � �� � �	��は �の ����	における傾きである�

� � ��� �� � �	と � �

� �� � �����	 
�� ��	 � � � �			が接触する状況では� &��	と � �

� は交

差する� これは 
'3の存在を意味する� この事実より臨界値 ��
�を決める次式が得られる�

���� � ����	 
�� �� � �� �����	

ここで �� � 	 � ��
��������	は接点の �座標を表す� 数値計算して臨界値が得られる� ?>

に関しても上記の方法を繰り返すことで臨界値が得られる� �9�:� �	

��� 位相的エントロピーの増加

コリンズ �� によって開発されたトレリス法を利用して位相的エントロピーの下界 
���

を計算する� トレリス法を利用する場合� 最初に不安定多様体と安定多様体を描く� これ

らは無限に長い多様体であるため� 全体像を把握することはできない� しかし系の複雑さ

を近似的に測るためには全体像は必要ない� ここでトレリスの定義 �� を思い出そう� トレ

リスはサドルとその不安定多様体の有限の弧 ��� と安定多様体の有限の弧 ��� で構成さ

れる� ここでいうサドルとは� ?> の場合は �� であり� 3>の場合は � と �� である� ���



��
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と ��� が横断的に交差していればトレリスは横断的である� ��� または ��� の開弧を線分

�
"��"��	と呼ぶ� これらの端点は交差点であり�内点に交差点を含まない� 位相平面はト

レリスで分割され� �位相平面 
��トレリス 
の各領域は開領域と呼ばれる� 次にトレリス
法を簡単にまとめる�

トレリス法 ��

���トレリスを構成する�

����トレリスの図の中に適正グラフ ����$���%!" ���$�	 �を重ね合わせて描く� 適正グラフ
は制御辺 ��-辺	と拡張辺 �"-辺	で構成される� �-辺は安定多様体の線分に横断的に交差す

る� しかし他の線分とは交差しない� �-辺と �-辺をつなぐ辺が "-辺である� �-辺と "-辺をあ

わせるとつながった適正グラフができる� 適正グラフは形状から木とも呼ばれる�

����� � つの �-辺の間に "-辺がある場合� "-辺をつぶして一つの �-辺にする� このような

手順で "-辺をつぶした後に � �� 
	 本の �-辺が集まることがある� このような点を �4角

��4$����	と呼ぶ�

�&��いままでの手順で得られたグラフが "-辺を含んでいれば� "-辺を削除する� ?>では "-

辺には周期軌道はないからこの手順を行う前に "-辺は削除されている� 一方 3>では "-辺

に周期軌道が存在する� しかし "-辺からの寄与は無視することより� この手順は正当化さ

れる� "-辺をすべて削除したグラフを簡単化された適正グラフと呼ぶ� 以下で描くグラフは

すべて簡単化された適正グラフである�

�&�簡単化された適正グラフの �-辺の像を決定する� これより遷移行列 � を構成し�その

固有値を計算する� 固有値の絶対値の最大値 
��� が周期軌道数の主たる発散率を決める�

位相的エントロピーの下界は !� 
��� として得られる�

不安定多様体と安定多様体が接触している状況でトレリスを構成し�簡単化された適正

グラフを描く� その理由は� 不安定多様体と安定多様体が交差している状況よりも接触状

況で簡単化された適正グラフを描くことがより簡単であるからである� 図� ���に簡単化さ

れた適正グラフが描かれている� これらの状況はすべて不安定多様体と安定多様体が対称

線に接触している状況である�

図 ���	を利用して遷移行列の構成方法を説明する� 簡単化された適正グラフを描く� つ

まり �� ��� !� !�� �� �� を描く� 次にこれらの像を調べ 1 � 1の遷移行列が得られる� ここ
では新たな �4辺を次のように定義する�

�� � � � ��� �! � ! � !�� �� � � � ���

これらの像を調べ下記の 
 � 
遷移行列が得られる� この遷移行列で記述される遷移は図�
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図 	�� 接触状況と簡単化された適正グラフ �太い線�� ���では簡単化された適正グラ

フは ��角 �	 � 	�
 ����をもつ� �
�では ��角 �	
�

����が存在する� ���では ��角 �	�
����

が存在する� ��� では ��角 �	

 ���� が存在する� ��� では � つの 
�角 �	�
 ���� が存在

する� ���は 
 つ折れ馬蹄の完成である �	�	
�� すべての図は �� を利用して描いた�

�� �� � � �は ��辺の名称である�



��
 位相的エントロピーの増加 ��	

����%	に描かれている�

� �

������������������
�� �! ���� � � ��! � � ��� � � �

�����������������	 � �����	


 � 
行列の最大固有値と�もとの 1 � 1行列の最大固有値が等しいことは直接計算から確
かめられる� 最大の固有値 
��� を決定する方程式は下記のように得られる�


� � 
� � �
 � � � �� ����1	

上で行った手順を一般化する� � ��� と � �

� が最初の接触をする臨界値を �
�
���	とする�

この臨界値で � ��� は ������� と接している �図 ����%	�� � ��� と ����� が � �

�
で最初の接

触をする臨界値を �����	とする �図 �����	 ��� ��	�� 同じように � ��� と � �

� が最初の接触を

する臨界値を ��� ��	とし �図 �����	�� � ��� と � �

� が最初の接触をする臨界値を � � ��� ��	

とする �図 ����"	��

�
�
���	における最大の固有値 
��� を決定する特性方程式は下記のように得られる�


���� � 
�� � � � �� ����0	

位相的エントロピーの下界は 
��� � !� 
��� である� � � �����	においては下記の式を得る�


�� � 
���� � � � �� ����6	

� � ��� ��	においては下記の式を得る�


���� � 
�� � �
� � � � �� ����,	

� � ��� ��	においては下記の式を得る�


�� � 
���� � 
�� � 
���� � � � �� �����	

式 ����0	と ����6	はすでにコリンズによって導かれている��� 式 ����,	と �����	はこの論

文で得られた�

式 �����	の状態は図 ����"	と �����	に対応する� 遷移行列は下記のように得られる�

� �

������������������
�� �! ���� � � ��! � � ��� � � �

�����������������	 � �����	

最大の固有値 
��� は下記の特性方程式で決まる�


� � �
� � 
 � � � �� �����	
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図 ����#	は３つ折れ馬蹄の完成を表している� 簡単化されたコンパチブルグラフから得

られる遷移行列をもとに下記の方程式が導かれる�


�
 � 
	 � �� ����
	


'3が完成した状況で位相的エントロピーの下界は !� 
である�

図 ��
��	4��	より� �を減少すると状態 �!から状態 ��への経路 �→で示されている	が長

くなる� この事実が複雑さの減少に寄与する� 逆に図 �����	4��	では �を増加している� 状

態 ��から状態 �� を経て状態 �!へ向かう経路が増加している� つまり複雑さが増加してい
ることが分かる�

式 ����0	� ����6	� ����,	 ならびに �����	 の最大の固有値を 

�
�����	� 


�
�����	� 


�
�����	�


������	とする� ただし � � �である� これらに対して下記の関係が成立する�



�
�����	 � 
������	 � 
������	 � 
������	� �����	

臨界値に関しても下記の関係が成立していることが数値計算で確かめられる�

�
�
���	 � �����	 � ��� ��	 � ��� ��	� �� � �	 �����	

�����	 � ��� �� � �	� �����	 � ��� �� � �	� �� � � � � � � ��� � � �	 ����1	

�����	 � ��� �� � �	� �����	 � ��� �� � �	� �� � � � �	 ����0	

�
�
���	 � ��� �� � �	� �

�
���	 � ��� �� � �	� �� � � � � ��� � � �	 ����6	

�
�
���	 � ��� �� � �	� �

�
���	 � ��� �� � �	� �� � � � � � �	 ����,	

安定多様体と不安定多様体が最初の接触を生じる臨界値を表 5に示した� 臨界値は標準写

像を利用して計算した� 最大の固有値は式 ����0	 4 �����	より求めた�

式 �����	は位相的エントロピーが単調に増加していることを表している� また式 �����	-

����,	より安定多様体と不安定多様体が単調に伸びていることが分かる� これらの結果よ

り� �と位相的エントロピーの関係を系統的に計算できる�

位相的エントロピーの下界を求めるためには�位相平面内で安定多様体と不安定多様体

が接触する状況を探す必要がある� 見つけた接触状況に対してトレリス法を適用する� こ

のような作業を 3> に対して行った結果� 図 ���が得られた� この図よりパラメーター �

に対して 
��� がゼロから 
まで単調に増加していることが分かる� この図のもう一つの

特徴は多くの平坦部の存在である� 平坦部において位相平面のどこかでホモクリニック接

触が生じていなければ�平坦部で双曲性が成立する� この図はいわゆる悪魔の階段に似て

いる� 同様の図が ?>に対しても得られる� 違いは �のスケールが異なるだけである� 平坦

部に関する議論は第 �章にある� または参考文献 ,	と �0	を見ていただきたい�
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表 ��　臨界値と最大の固有値�

�
�
�
���	 �����	 ��� ��	 ��� ��	


�����	 
�����	 
�����	 
�����	

�
��
�� 
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��1,�1 � ���1,� ��1�6,

�
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図 	�	 標準写像におけるパラーメータ 	と最大の固有値 ���
 の関係�

��� 自然な空間の分割

ここでは位相平面を分割する安定多様体と不安定多様体の特殊な接触状況を考える� 位

相平面がうまく分割できれば�分割領域とその像を利用して遷移行列が構成できる� 一般

に適正グラフにおける角は周期点の存在を意味する� 例えば 6-角を含む図 �����	では確か

に楕円不動点が存在する� この楕円点を含む近傍を分割し� 分割された領域の像が重なら

ないようにすることは不可能である� 
-角を含む図 ����"	の場合でも同様である� この場

合は周期 �の周期点がある� しかし図 ��#	のように角を含まない状況も存在する�

図 ��1で描かれた特殊な接触情況を考えよう� この図では ��� が ������ と �点で交差し

安定多様体の弧 ��� !�������
と最初に接触をしている� 弧 ��� !�������

は２つの不安定多様体

����
�	と ����	を連結している� 3>における全体像は図 ��0に示されている� 同じ構造

は ?>においても存在する� 図 ��0に適正グラフを重ね合わして描いてある� この適正グ

ラフは角を持たない�

位相平面で重要な領域である �� は �
の小さな領域に自動的に分割され �図 ��6	�一つ

の領域は別の領域に写される� 各領域の境界は安定多様体と不安定多様体の弧で構成され

ているため�分割には意味がある� 各領域の名称は適正グラフ �図 ��0	で使用した名称をつ

けた� 適正グラフは角を持たないことに注意しよう� つまり適正グラフが角を持たないな

らば� �� は自動的に分割されることが分かる� 分割された領域の像をより得られる遷移行

列は�適正グラフから得られる遷移行列 � と同じである� ここで得られた分割を位相平面

の自然な分割と呼ぶ�
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図 	�� 図 	��の適正グラフから構成された分割の模式図� 水平方向の辺は不安定多

様体の弧であり�垂直方向の辺は安定多様体の弧である�

図 ��0の適正グラフから遷移行列 � は下記のように得られる�

� �

�������������������������������������������������������������������

� ! � � 4 & 
 &� 4� �� �� !� ��

� � � � � � � � � � � � � �

! � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � �

4 � � � � � � � � � � � � �

& � � � � � � � � � � � � �


 � � � � � � � � � � � � �

&� � � � � � � � � � � � � �

4� � � � � � � � � � � � � �

�� � � � � � � � � � � � � �

�� � � � � � � � � � � � � �

!� � � � � � � � � � � � � �

�� � � � � � � � � � � � � �

������������������������������������������������������������������	

���
�	

� の最大の固有値は ��,��
���である� 上記の結果より次の予想が導かれる�

予想� 簡単化された適正グラフが � �� 
	4角を持たなければ�写像は位相平面において自然
な分割をもつ�

図 ��0で示された状況はデービス-マッカイ-三波 � >3	によってエノン写像で研究さ

れた状況と似ている�  >3で調べられた状況の詳細は ������にある� これも我々の予想を
裏付けている�



��� 自然な空間の分割 ���

ここで我々が考えている自然な分割 �+)	とマルコフ分割 ��� との違いを考える� 最初

に �� は双曲集合ではない� なぜなら �� の中には楕円点と遊走点が含まれているからで

ある� よってマルコフ分割の定義に従った分割を行うことは不可能である� しかし� +)の

境界は安定多様と不安定多様体で構成されているため +)の像は確定している� この事実

より遷移行列が一義的に決まる� 実際の系で位相的エントロピーの下界を求めるためには

+)を見つければ良いことが分かる�

遷移行列 � を利用すると周期軌道の個数を調べることができる� 周期 	の周期軌道の

個数を (�		とする� 	 � �
までの周期軌道の個数を表 55に示してある� この表の第 �列

目に図 ��0の状況における周期軌道の個数を示し�第 
列に 
つ折れ馬蹄が完成したとき

の周期軌道の個数を示した� 括弧の中の数は対称周期軌道の個数である�

表 ���周期軌道の個数�

周期 	 (�		8図 0 (�		8
'3完成時

� 
�
	 
�
	

� 
�
	 
�
	


 ���	 6�6	

� �����	 �6���	

� ����6	 �6�
�	

1 �����1	 ��1���	

0 �6��66	 
������	

6 0�1���
	 6�����
	

, �666��01	 ��6��
��	

�� �,,6��06	 �6
���,�	

�� �
�,��6��	 �1����,16	

�� 
1�6�����,	 ����1��6�,	

�
 ,,�,1��
,1	 ���1����,��	

周期 	 � ��の場合を例にとり� 周期軌道の個数の計算方法を紹介する� 表 555に示した

ように 1つの異なったタイプの軌道が存在する� ここで �	 と �� は対称線にあり�途中の ��

から �
 までは対称線の上にないとする� このような軌道は単一対称周期軌道と呼ばれる�

これらがタイプ 5から 5*までである� タイプ *と *5は �重対称周期軌道である� つまり

�	 が左右 �上下	の対称線上にあり� �� が上下 �左右	の対称線上にある周期軌道である� た

だし �� と �� は対称線上にないとする�
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表 ����対称周期軌道の個数�

タイプ 対称周期軌道 �：図 0 �：
'3完成時

5 �	 � �� ��� �� � �� ��, ���

55 �	 � �� ��� �� � � � 
�� 
1�

555 �	 � � � ��� �� � � � 01� ��0�

5* �	 � � � ��� �� � � � 
�� 
1


* �	 � �� ��� �� � � � �
 �


*5 �	 � �� ��� �� � � � �� �


タイプ *はタイプ 5と 555の中に含まれている� またタイプ *5はタイプ 55と 5*の中に含

まれている� ここで ���5	をタイプ 5の周期軌道数とする� 以下同様の記号を用いる� 我々

は � �� �

�
と �� の交点数を数える� 周期 ��の軌道の中には� ��の約数 �����
���1	を周期と

してもつ周期軌道が含まれている� 以上のことを踏まえて下記の式が得られる�
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��#�#�
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表 55から非対称周期軌道の個数が求まる� 非対称周期軌道の増大率が対称周期軌道の増大

率を凌駕していることが分かるつまり非対称周期軌道の増大率が位相的エントロピーを決

定している� 表 555から対称周期軌道の個数にも差があることが分かる� つまり ��555	が非

常に多くあり� ���5	が少ない� このような差を生じさせた原因については分かっていない�

��� 補足

�����	 �図 ���	�において�位相的エントロピーは !� �である� この事実より系の中に �つ

折れ馬蹄が存在すると思うかもしれない� しかし�そのようの事実はない� この場合の遷移

行列は次のようになっている�

� �

�
� �

� �

�
�

固有値は �と ��である� �で記述される力学系は一つの不動点をもち�下記の遷移行列で
記述される �つ折れ馬蹄を含む系とは異なる�

��
� �

�
� �

� �

�
�

遷移行列の成分を �または �に制限する� そうすると� �つの不動点をもち最大の固有値が

�である �行 �列の遷移行列は ��
� のみである� しかし�成分を �までとすると �つの遷

移行列が存在する� その一つが �であり�もう一つは下記の遷移行列である�

�� �

�
� �

� �

�
�



��� 補足 ���

ＳＭと ?>では �� は実現しない� 我々は �� で記述される力学系を知らない�
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付録 �

プログラム

すべてのプログラムは>2�':>2�5?2�D�!#��� @"
"����� 5���	で作成した�

��� 対称周期軌道を求めるプログラム

ここでは �	 � � �� �� � � � を満たす回転数 ���の軌道を求める� 下記は図 ���の下図の軌

道を得るためのプログラムである� 図 ���の上図の軌道を得るためには H���@���における

初期点である ��
を ���にする�

!"方程式の導出"#

� $ %�&'((&)

* $ %)

+,-. $ �) /,-. $ -)

01,

/,� 2 &. $ /,�. 2 � !+,�. 3 +,�.45#)

+,� 2 &. $ +,�. 2 /,� 2 &.)

6 7�6 -6 58.)

9,��. �$ /,5. 2 �!+,5. 3 +,5.45#�5)

��1�,9,�.6 7�6 -6 &8.)

!" 初期点を求め周期軌道を描く"#

�+,-. $ ����,����,:	;<�11�,9,�. $$ -6 7�6 -�=8.6 &.6 5.)

�/,-. $ -)

01,

�/,� 2 &. $ �/,�. 2 � !�+,�. 3 �+,�.45#)

�+,� 2 &. $ �+,�. 2 �/,� 2 &.)
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��	;�,7�+,�.6 �/,�.8.)

6 7�6 -6 *8.)

�� $ �����,7�+,�.6 �/,�.86 7�6 -6 *8.)

�5% $ >	����1�,��6 ��1���/�� 3? 7 
�,-�(.6 �1	;��	@�,-�-5.8.)

�5%� $ >	����1�,��6 ��1���/�� 3? 7 
�,&.86 ��1�A1	;�< 3? ��
�.)

�B $ ��1�,3�!+ 3 +45#�56 7+6 -6 &�5%8.)

��1�,�B6 �5%6 �5%�.)

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

-1

-0.5

0.5

1

図 ��� 回転数 ��	の軌道�対称線も描いてある�

��� 	
��
行列の構成と固有値を求めるプログラム

式 ����,	における組みひも

���
� ���

� ���
� ���

� ���
� ���

�

の 7����行列を求め�その固有値の絶対値の最大値を求めるプログラムを以下に紹介する�

7����行列�固有値 �グラフ	�固有値の絶対値の最大値と特性方程式を出力する�

!" 組みひもの次数（組みひもの数） � ; "#

; $ %)

!" グラフの出力：角度 5�	を �� 等分して出力 "#

��$=(-)

!" 生成元の定義 ：�,&.C�,; 3 &.6 	�,&.C	�,; 3 &."#

�����,�.)

;; $ ; 3 &) � $ &) 
 $ 7-8)

01,
 $ D���;<,
6 -.6 7�6 &6 ;; 3 &8.)

01,<,	. $ �����������,
6 &6 	.6 7	6 &6 ;;8.)



2�� 7����行列の構成と固有値を求めるプログラム ���

<,�. $ �����������,<,�.6 3�6 �.)

<,�. $ �����������,<,�.6 &6 � 2 &.)

�,�. $ �����,<,�.6 7�6 &6 ;;8.)

� $ &) 
 $ 7-8)

01,
 $ D���;<,
6 -.6 7�6 &6 ;; 3 &8.)

01,<,	. $ �����������,
6 &6 	.6 7	6 &6 ;;8.)

<,�. $ �����������,<,�.6 3&��6 �.)

<,�. $ �����������,<,�.6 &��6 � 2 &.)

	�,�. $ �����,<,�.6 7�6 &6 ;;8.)

01,
 $ 7-8)

01,
 $ D���;<,
6 -.6 7�6 &6 ;; 3 &8.)

01,<,	. $ �����������,
6 &6 	.6 7	6 &6 ;;8.)

<,�. $ �����������,<,�.6 �6 � 3 &.)

<,�. $ �����������,<,�.6 3�6 �.)

<,�. $ �����������,<,�.6 &6 � 2 &.)

�,�. $ �����,<,�.6 7�6 &6 ;;8.6 7�6 56 ;; 3 &8.)

01,
 $ 7-8)

01,
 $ D���;<,
6 -.6 7�6 &6 ;; 3 &8.)

01,<,	. $ �����������,
6 &6 	.6 7	6 &6 ;;8.)

<,�. $ �����������,<,�.6 &6 � 3 &.)

<,�. $ �����������,<,�.6 3&��6 �.)

<,�. $ �����������,<,�.6 &��6 � 2 &.)

	�,�. $ �����,<,�.6 7�6 &6 ;;8.6 7�6 56 ;; 3 &8.)

� $ ;;) 
 $ 7-8)

01,
 $ D���;<,
6 -.6 7�6 &6 ;; 3 &8.)

01,<,	. $ �����������,
6 &6 	.6 7	6 &6 ;;8.)

<,�. $ �����������,<,�.6 �6 � 3 &.)

<,�. $ �����������,<,�.6 3�6 �.)

�,�. $ �����,<,�.6 7�6 &6 ;;8.)

� $ ;;) 
 $ 7-8)

01,
 $ D���;<,
6 -.6 7�6 &6 ;; 3 &8.)

01,<,	. $ �����������,
6 &6 	.6 7	6 &6 ;;8.)

<,�. $ �����������,<,�.6 &6 � 3 &.)

<,�. $ �����������,<,�.6 3&��6 �.)

	�,�. $ �����,<,�.6 7�6 &6 ;;8.)
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!" 組みひもの定義：E
��
行列表現 "#

�& $ 	�,F.�	�,=.�	�,5.�	�,&.)

� $ 	�,=.�	�,5.��&)

��	;�,����	+:1��,�..)

!" 固有値の計算 "#

01,

����� $ 5�	���"�)

� $ �1�,�����. 2 �"�	;,�����.)

99 $ �	9�;
��
��,�,�..)

01,�,G. $ D��,����,996 G..6 7G6 &6 ; 3 &8.)

�& $ �����,�,G.6 7G6 &6 ; 3 &8.)

/,�. $ ��+,�&.)

+,�. $ �,�����.6 7�6 -6 ��8.)

!" 固有値の出力 ,グラフと最大値.6 特性方程式 "#

9& $ �����,7+,�.6 /,�.86 7�6 -6 ��8.)

>	����1�,9&6 ��1���/�� 3? 7�HE�1�1�,&6 -6 -.8.)

99 $ �����,/,�.6 7�6 &6 ��8.)

��+,99.

� $ 3&)

���������	��	��1�/;1�	��,�6 +.

1 2 3 4 5 6

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

図 ��� 横軸は角度 � � �� 度� 縦軸は固有値の絶対値� 角度が � のとき� つまり

� � ������� � ��で固有値の絶対値は最大値をとる�
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 木の構造 ���

��� 木の構造

アルゴリズム �は�入力された数 �の２分木での位置を決める� ただし �が存在する最

小の階数の位置である� さらに２分木の根から �までの道と核を決める操作も与える�ア

ルゴリズム２は�２分木での位置を決めたときその位置にある数を決定する� また�２分木

の根から �までの道と核を決める操作も与える�

２つのアルゴリズムでは下記の２分木の性質を利用する�

�)�� �階の節 �は � � �階に２人の子供をもつ� 右の子は偶数 !で左の子は奇数 ��

�)�� �が偶数ならば ! � �で� � � �� � � � �� 奇数ならば ! � �� � � � �で� � � ��

�)
�偶数節から右枝に進むとき核の作用は "で�左枝に進むときは 5である� 奇数節から

右枝に進むとき核の作用は 5で�左枝に進むときは "である�

アルゴリズム１

��� � �� �	が存在する最小階 �を求める�

���階数 �が �以上なら �
�に進み��ならば �1�に進む�

�
� �の対 � � ���� � � � �を求める�

��� �)��と �)��を利用して ��	または �%	に従い�子から節の数と節から子への道を決める�

��	 � � �の場合� � � �階の節は �である� �が偶数ならば節から子へは右枝を進む� �

が奇数ならば節から子への左枝を進む�

�%	 � � �の場合� � � �階の節は �である� �が偶数ならば節から子へは右枝を進む� �

が奇数ならば節から子への左枝を進む�

��� � � �を �と� ���で決まった節の数を �として ���にもどる�

�1� �階の根から上記の手順で決めた道をたどりながら �)
�に従い核の作用を決める�

!" ��19��� & "#

!" �;�
� �
���� "#

; $ %)

��	;�,I�1�	�	1; 1B I6 ;.)

!" ����� "#

;��+ $ ��	�	;9,>19,56 ;.. 2 &)

01,� $ 54!� 3 &# 2 &) � $ � 3 ;)

�B,�1<,;6 5. $$ -6 @,�. $ &6 @,�. $ -.)

�B,� J ;6 ; $ �.)

�B,�1<,;6 5. $$ -6

�B,@,�. $$ &6 /,�. $ I>I6 /,�. $ I�I.6

�B,@,�. $$ &6 /,�. $ I�I6 /,�. $ I>I..6 7�6 ;��+6 56 3&8.)
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+ $ -)

01,+ $ + 2 @,�.�54�6 7�6 56 ;��+8.)

+ $ +"54;��+ 2 &)

��	;�,;��+6 I3�� :�11� I6 +6 I3�� �����;�I.)

���� $ �����,@,�.6 7�6 56 ;��+8.)

��	;�,I�����I6 ����.)

�1�� $ �����,/,�.6 7�6 56 ;��+8.)

��	;�,I������	1; B1� �1���I6 �1��.)

出力結果を以下に示す�

�1�	�	1; 1B %

F3�� :�11� =3�� �����;�

�����7-6 &6 -8

������	1; B1� �1���7>6 �6 �8

�が存在する最小の階数は �で� �は左から 
番目にある� リスト ��� �� �
の中の記号 �

��	は２分木の右枝 �左枝	を選ぶことを意味している� ��� � の核は 55"�� � ��������で

ある�

アルゴリズム２

���階数 � �� �	を入力する� 左端から順に �� �� 
 
 
 � ���� と番号をふる� 左からの番号 �を

入力�

���階数 �が �以上なら �
�に進み��ならば ���に進む�

�
�節の番号は $���% ����以上の最小の整数	� �が偶数ならば�節から子へは右枝を進む�

�が奇数ならば�節から子へは左枝を進む��

��� � � �を �とし� �
�で決まった節の番号を �として ���にもどる�

��� �階の根から上記の手順で決めた道をたどりながら �)��と �)��を用いて子の数を決め

る� また �)
�に従い核の作用を決める� もとの位置に戻ったときに求める数が決まる� 同

時に核に対する作用も得られる�

!" ��19���35 "#

!" �;�
� � �;< � "#

�$F) !" �3�� B�11� "#

�$') !" �3�� �����;� "#

��	;�,�6I3�� B�11� I6�6I3�� �����;�I.)

!" ����� "#

01,��$�1<,�65.)
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�B,��$$-6@,	.$&6@,	.$-.)

�$��	�	;9,��5.67	6�6563&8.)

��$�����,@,	.67	656�8.)

��	;�,I�����I6��.)

�;�$&)

+,&.$�;�)

01,�$54!	3&#2&)

�B,�1<,�;�65.$$-6

�B,@,	.$$-6�;�$�3�;�.6�B,@,	.$$&6�;�$�3�;�..)

+,	.$�;�67	656�8.)

��	;�,I�
����$I6�;�.)

01,�B,�1<,+,	3&.65.$$-6

�B,@,	.$$&6/,	.$I>I6/,	.$I�I.6

�B,@,	.$$&6/,	.$I�I6/,	.$I>I..67	656�8.)

���$�����,/,	.67	656�8.)

��	;�,I������	1; B1� �1���I6���.)

このプログラムの出力結果を次に示す�

F3�� B�11� '3�� �����;�

�����7&6 &6 -8

�
����$'

������	1; B1� �1���7�6 >6 �8
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終わりに

本書では�ある力学系の複雑さの度合いがどのように進化していくのかという問いに答

えようとした� 手法は幾何学的である� このようなアプローチはポアンカレによって始ま

りバーコフ�スメールへとその流れは継続されている� 一方では複素力学系の理論が発展

している� 我々には�大きな川を挟んだ対岸の出来事のように見える� 実力学系への寄与は

あるのだが�我々にはなかなか理解できない� 変分法によるアプローチ�摂動法によるアプ

ローチも進展している� これらの結果も取り入れる必要があるであろう�

この本で議論した内容に関して今後の発展を期待したい� 新しい発展があればこの本の

内容を更新していきたい�

質問�コメントがある読者の方は下記のメールアドレスにメールをして下さるようお願

いいたします�

��-����
ON%
�
�-�"���"�N$

著者一同を代表して　山口喜博

���0年 �月 �日


