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homeomorphisms

John N. Mather

序

本論文では, 円筒のある種の完全面積保存微分同相写像においてある種の
乱雑軌道あるいはカオス的軌道

を構成する. 考える写像は単調ねじれ写像の有限個の合成であり, 各ねじれ写
像は同じ符号 (つまり, すべて正単調であるかすべて負単調であるか)を持つと
する. 簡単のため, 正単調ねじれ微分同相写像の有限個の合成のみ考える. と
いうのは, 負単調ねじれ微分同相写像の有限個の合成の場合は逆写像をとるこ
とにより, 上記の場合に帰着するからである. 円筒の完全面積保存正単調ねじ
れ微分同相写像の有限個の合成の

類P1

は 1節で定義する.

f ∈ P1とする. 上に棒の付いた関数は円筒で定義され，上棒がないものは
不変被覆で定義されたものである.

無限円筒の f 不変閉部分集合Mf

がある. これについては文献, たとえば [3, Bangert1988]で詳しく議論されて
きた. この集合は変分原理によって定義される. すなわち, その中の軌道は, 2

節で定義される意味で, 作用に関して極小である. Mf 内の軌道は作用を極小
にするものであるから, 集合Mf は内的 (intrinsically)に定義される. ただ, 内
的な定義を与えるのはやや面倒であるが. 2節で与えた比較的単純な定義は内
的でない. 内的な定義は 3節で与える.

f 不変単純閉曲線であってゼロホモトープでないもの, つまり円筒を巻く不
変曲線はすべてMf 内にある (命題 2.8). 加えて, Aubry-Mather集合は, 本質
的に定義より, Mf 内にある.
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本論文の主結果は 4節で述べる. 4節では f の
バーコフ不安定領域R

の概念を定義する. 主結果は定理 4.1と 4.2である. これらの結果は自己説明的
である. ひとつだけ説明が必要である. Mf ,ωは (角)回転数 ωのMf の軌道集
合である. 手短かに言えば, 定理 4.1によると,

あらかじめ指定した α極限集合および ω極限集合を持つ軌道を構
築することが可能である.

ただし, α極限集合もω極限集合も同じバーコフ不安定領域内のAubry-Mather

集合であるとしてである. 定理 4.2によると,

あらかじめ指定したAubry-Mather集合列に次々と近づくという意
味で「ランダム」な軌道を構築することが可能である.

この場合もすべては同一のバーコフ不安定領域にあるとしている.

定理 4.1の証明 (これは 11節に完結する)は定理 4.1で述べられたことより
多くのことを示す. すなわち, O−とO+は極小 (つまり作用極小) 軌道であっ
てバーコフの不安定領域R内にあるとしよう. Γ+と Γ−はRの上下の境界で
あるとし ρ(Γ+)と ρ(Γ−) はそれらの (角)回転数であるとする. 定理 4.1の陳
述からすると次の疑問が浮かぶ. O− に α漸近でかつ O+ に ω漸近な軌道 O
はあるか? 11節で示すとおり, このような軌道が存在するのは, 狭義の不等式
ρ(Γ−) < ρ(O±) < ρ(Γ+)が (どちらの軌道に対しても)満たされ, しかも ρ(O−)

も ρ(O+)も無理数のときである. ρ(O−)または ρ(O+)が有理数 p/q (ただし
ρ(Γ−) < ρ(O±) < ρ(Γ+)ではある)であるなら, この結論は付加的な仮説のも
とで成り立つ. それについては 11 節で説明する. これらの付加的な仮説が成
り立つためには, f が生成的であればいい. すなわち, 角回転数 p/qの極小周期
軌道がひとつだけあればいい. もちろん, ρ(O−)も ρ(O+)も有理数なら, 同様
のコメントが成り立つ. この段階では, ρ(O−) �= ρ(O+) かどうか著者は何もい
わない.

定理 4.1の陳述から, ω−が有理数のときに ω− = ρ(Γ−) または ρ(Γ+)の場合
を除かなければならないこと, そしてω+が有理数のときにω+ = ρ(Γ−)または
ρ(Γ+)の場合を除かなければならないことは, わずらわしい. しかし, これらの
場合, 境界に近づく軌道を構築することは相変わらず可能である. これについ
ても 11節で議論する.

11節の議論でいくつか未解決問題が残る. そのうち多くは定式化するのは困
難であるが, 本論文の手法を使って決定するのは容易である. この理由で, こ

2



れらの問題を定式化することにはかかずらわない. しかし, 2つ問題があって,

面白く, 重要でしかも難しい. その問題において, ρ−は無理数であると仮定す
る. O−を下境界内の軌道とする.

問題 1. R内に軌道Oが必ず存在してO−に α漸近であるか?

問題 2. R内に軌道Oが存在してO−に α漸近であるようなことはあるか?

境界上の与えられた軌道に ω漸近な軌道を探す問題もあり得る. すなわち,

「下の境界」と「ρ−」をそれぞれ「上の境界」と「ρ+」に変える. すると同値
な問題となるのは明らかである. ただし, ρ−が無理数であるという条件を落と
すと, 上の問題には簡単な解がある.

この問題を変形して, f をCrとし, r ≥ 1, r = ∞ または r = ωとすることも
可能である.

定理 4.1と 4.2はある種の性質を持つ軌道Oの存在を主張する. これらの軌
道の存在を変分手法で証明する. 証明の基本スキームは 5節で説明する.

J (. . . , Ji, . . .)

はRの閉連結非空部分集合 (谷川: 閉区間ではだめなのか? Jiは有界でないこ
とはあり得る)の両無限列であるとする. 命題 5.1により, 任意に小さなまた任
意に大きな iが存在して Jiが有界なら (谷川: 意味わからず．i → ∞のとき，
区間はどんどん無限遠に遠ざかるはず．どんなに iが大きかろうと，固定すれ
ば，ということか?),

J 極小配置
がある. つまり, 実数の両無限列 x = (. . . , xi, . . .)があって,

f にともなう変分原理 hに関して極小
である. 比較相手の両無限列は, どの iに対しても xi ∈ Jiなるものである. x

が
J 自由

とは, どの iに対しても xi ∈ IntJiのときである. 命題 5.2より, どのJ 自由お
よびJ 極小配置 x = (. . . , xi, . . .)も, ある f 軌道 (. . . , (xi, yi), . . .)に対応する.

この命題のどちらも証明するのは容易である. 証明の主たる部分はJ に関する
条件, すなわち, どの J 極小配置も J 自由であることを見つけることにある.

(通常, 唯一の J 極小配置がある.) 次に, J に関する更なる条件, すなわち, J
極小およびJ 自由配置に対応する軌道は定理 4.1または定理 4.2で要求される
性質を持つことを意味する条件を見つける.

J 極小配置がJ 自由であることを意味する条件は, 以下の形のいくつかの条
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件に分かれる. Jiが j0 −K0 ≤ i ≤ j1 +K1に対してある種の形を持つこと仮定
すると, ξ = (. . . , ξi, . . .) が J 極小であるなら, j0 ≤ i ≤ j1に対して ξi ∈ intJi

が証明できる. このような ξは「部分J 自由」とよぶことができる. これらの
結果のうち最初のものは命題 6.1である. ここで, Jiは j0 − K0 ≤ i ≤ j1 + K1

に対して極小配置 x = (. . . , xi, . . .)を使って定義される. ωを xの (角)回転数
とし, a ∈ Rが存在して

パイエルスの障壁 (Peierls’s barrier) Pω(a)

が正であるとする. (Pω(a)の定義は 6節のはじめに再述する. これは a ∈ Rの
非負関数であって, a ∈ Rの関数としてリプシッツ条件を満たし, 周期 1で周期
的であり, ωが無理数のとき, R上で恒等的にゼロであるのは fの不変円があっ
て円筒を巻き, 角回転数 ωを持つとき, またそのときのみの場合である.) 命題
6.1の場合, K0 = K1 = K(ω, a) と取る. ただし最後の数は 6節で定義する.

(ある場合には, K(ω, a)は定義されない. 命題 6.1が適用できるのはK(ω, a)

が定義されているときである.) 実際, K(ω, a)は f にも, ωや aにも依存する
が, f への依存性は出さないでおく. というのは, f は定理 4.1と 4.2の証明の
間は固定するからである. もっと詳しく言うと, K(ω, a)は ωと θ/Pω(a)にの
み依存する. ただし, θ = cot βであり, 角 β は微分同相写像 f iのねじれ量の
下限である. f は f iの合成であることを言っておく. K(ω, a)は ωが無理数で,

Pω(a) > 0のときに定義される. ω = p/q(既約)なら, K(ω, a)が定義されるの
は q − 1 > 2θ/Pω(a)のときかつそのときのみである.

命題 6.1において, j0 − K(ω, a) ≤ i ≤ j1 + K(ω, a)に対して, Jiは長さ 1の
閉区間とする. とくに, Ji = [ai, ai + 1]である. ここで, aiは, 条件 ai − a ∈ Z

および xi ∈ (ai, ai + 1)で定義される. パイエルスの障壁が周期的であるから,

Pω(ai) = Pω(a) > 0 が成立ち, これが正であることから, j0 ≤ i ≤ j1に対して
ξi ∈ (ai, ai + 1)を証明できる.

命題 6.1の構成法は [15]の基本構成法と非常によく似ている. ただし, 目的
は異なる.

量K(ω, a)は7節でもっと全面的に解析する. そこでは強く関係する量K(ω, ε)

を導入する. これは ω ∈ Rと ε > 0の関数である. ωが有理数であって, p/q

が既約かつ qε ≤ 1のときにはこれは定義されない. その他のすべての場合,

K(ω, ε)は正整数である. K(ω, ε)はωと εのみに依存することを注意しておく.

これは純粋に数論的な関数であり, 力学とは何の関係もない. K(ω, a)とは次の
ような仕方で関係する. kは k > 2θ/Pω(a)なる最小の整数とする. このとき,

定義より, K(ω, a) = K(ω, k−1)である. K(ω, ε)の最も重要な性質は, K(ω, a)

との関係は別として, (7節で証明される) K(ω, ε)が ω ∈ Ω に対して有界であ
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るのは, Ωが閉区間であって, 分母が≤ ε−1なる有理数を含まず, 分母が≤ ε−1

なる有理数に ωが近づくにつれてK(ω, ε) → +∞となるときである. これは
見積り 1/2Δε(ω) ≤ K(ω, ε) ≤ 2/Δε(ω)からしたがう. これは 7節で述べる. こ
れと命題 6.1を使って, 命題 7.4と 7.5を 7節で証明することができる. 命題を
読めば中身はわかる. これらの命題からすると, 命題 6.1を使えば, 定理 4.1と
4.2の証明まであとどれくらいあるかを知ることができる.

命題 6.1を使う際に 2つの制限がある. 最初のものは, 命題 6.1を使うには,

aを一度固定したら動かしてはいけないことから来る. われわれは, バーコ
フの不安定領域Rの中で自由に動きたいし, Rに課す唯一の条件は ΓがR内
の不変閉曲線でR内の 1点に可縮でないなら, Γは境界曲線 Γ−または Γ+で
ある, というものである. このことから, ρ(Γ−) < ω < ρ(Γ+)なら, aが存在
して Pω(a) > 0であることが出る. しかし, 同じ aがすべての ωに対して有
効であるとは限らない. この困難は命題 6.2により容易に克服できる. ここ
で Pω の連続率 (moduli of continuity) [17, 定理 2.2]を使う. ω > p/qのとき
は不等式 |Pp/q+(a) − Pω(a)| ≤ Cθ|ωq − p|があり, ω < p/qのときは不等式
|Pp/q−(a) − Pω(a)| ≤ Cθ|ωq − p|がある. これらの不等式からすると, Pω(a)は
ωの関数として, 無理数において連続であり, したがって, Pω(a) > 0がある無
理数ω = ω0で成り立つなら, 同じ不等式がω0の十分近くのすべてのωで成り
立つ.

命題 6.1を使う際のもっと深刻な制限は, ω = p/qで qが小さ過ぎるときに
命題が適用できないことからくる. 特に, K(ω, a)が定義されないとき, すなわ
ち, q − 1 ≤ 2θ/Pω(a)のときに適用できない. 小分母を持つ有理回転数をやり
過ごすためには別の手法が必要である. 命題 8.1 がこれを用意する. f の回転
数が有理数 p/qの場合は, F (x, y) = f q(x, y) − (p, 0)で定義される F のゼロ回
転数の場合に還元できる. 後者は変分原理Hを持ち, これ自身は f の変分原理
hから, [16] で導入された結合 (conjunction)によって定義される. 命題 8.1は,

有理回転数をやり過ごす方法を説明する. これは F およびH , そして簡単のた
めゼロ回転数を使って陳述される. 8節の証明は本論文の心臓部であり, 概念
的に新たな vis-a-vis[15]なる部分である (?). 次に補題 9.3において, 命題 8.1で
F とHに対して得られた結果を, fと hに適用する. 命題 8.1の Jiによって, 閉
連結, 非空部分集合 J∗

αをR内に定義して, 補題 9.3のトリックを行なわせるこ
とができる. 補題 9.3の証明は長いけれども, 自明な条件が満たされるかどう
かをチェックするだけのことである.

10節において, J = (. . . , Ji, . . .)に関する条件を与えて, J 極小およびJ 自
由配置 ξ = (. . . , ξi, . . .) が以下の性質を持つようにする. すなわち, それに対応
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する f 軌道が定理 4.1および定理 4.2で要請されるほどにMf,ωにできる限り近
づくようにする.

11節では, 定理 4.1と 4.2の証明を完結し, これらの証明から言えるいくつか
の結論を述べる.
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1. 無限円筒の完全面積保存正単調ねじれ写像の有限個の合成およびその変分
原理

次節では, 極小軌道に関する結果を概観する. これらの結果は, 定義がやや
複雑なある特別な類の写像からのみ得られてきた. 本節では, この特別な類の
写像の定義およびこの類の写像にともなう変分原理の概念を思い出す.

β > 0とする. 無限円筒の C1完全 (exact) 面積保存, 方向保存, 正単調ねじ
れ写像で円筒の両端を保存し, これらを無限にねじり, ねじれ量の一様な下限
として βを持つものの集合を

C1
β

と記す. C1
βの詳しい定義は [16,2節]で与えた. そこでは Jβ とよんだ.

読者の便宜のために, C1
β の定義を繰り返そう. 無限円筒とは (R/Z) × Rの

ことである. θ(mod 1)は (R/Z)の標準座標であるとし, y は Rの標準座標
であるとする. 無限円筒をそれ自身の中に写す C1微分同相写像 f を考える.

f(θ, y) = (θ′, y′)と書く. だから, 1形式 y′dθ′の fによる引き戻し (pull-back)は
ydθ である. f が面積保存かつ方向保存であるための条件は dy′∧ dθ′ = dy ∧ dθ

であることを指摘しておく. 言い換えると, y′dθ′ − ydθは閉である. もっと強
い条件として y′dθ′ − ydθが完全 (exact)であることを要請する. f がこの条件
を満たすとき, 完全面積保存かつ方向保存である, という.

正の単調ねじれ条件とは ∂θ′/∂y > 0のことである (ここで, θと yを独立変
数としてある). 幾何学的には, これは, f が無限円筒の各鉛直線を, 無限円筒の
まわりを正の方向にねじる曲線へと写すことを意味する. 正の単調ねじれ条件
は条件 ∂θ/∂y′ < 0と同値である (ここで θ′と y′が独立変数である). βがねじ
れ量の一様下限であるという条件は, ∂θ′/∂y > tanβかつ ∂θ/∂y′ < − tan βを
意味する. 幾何学的には, 鉛直線の fによる像が, どの鉛直線とも βより大きな
角度をなすこと, 同様に, 鉛直線の f

−1
による像も同様であることを意味する.

f が無限円筒の両端を保存する条件は, 明らかに y → ±∞のとき y′ → ±∞
なることである.

無限円筒の普遍被覆面R2の座標を xと yで表わす. すると, θ ≡ x(mod 1)

である. 普遍被覆への f の持ち上げを f と記し, f(x, y) = (x′, y′)と書く. f が
両端を無限にねじる条件は, y → ±∞のとき x′ → ±∞なることである (ここ
で xは固定してある). 同様に, y′ → ∓∞のとき x → ∓∞である (ここでは x′

を固定してある).

以上で, f が C1
βのメンバーであるための条件が出そろった.
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C1 = ∪β>0C1
β

とおく.

f ∈ C1とし, f は普遍被覆 R2への f の持ち上げであるとする. 上と同様
f(x, y) = (x′, y′)とおく. われわれが課した条件からすると, f ⊂ R×Rのグラ
フは (x, x′)面の上に可微分同相的に射影される. だから, xと x′を独立変数に
取って, (y′dx′ − ydx)|graphf = dhと書くことができる. ただし, h = h(x, x′)
はR2上のC2関数である. 古典力学では, hは f の「母関数」とよばれている.

これは

f(x, y) = (x′, y′) ⇔ y = −∂1h(x, x′) and y′ = ∂2h(x, x′)

なる特徴を持ち, 定数を加える不定性を除いて一意に定義される.

このような母関数 hはいくつか有用な条件を満たす:

(H1) h(x + 1, x′ + 1) = h(x, x′), for all x, x′ ∈ R

(H2) x に関して一様に lim|ξ|→∞ h(x, x + ξ) = ∞,

(H5) R2上に正の連続関数 ρがあって,

h(ξ, x′) + h(x, ξ′) − h(x, x′) − h(ξ, ξ′) ≥
∫ ξ

x

∫ ξ′

x′
ρ,

が, x < ξおよび x < ξ′のとき成り立つ.

その上, f ∈ C1で θ = cotβのとき, hは次の条件を満たす.

(H6θ) x �→ θx2/2−h(x, x′)は任意のx′に対して凸であり, x′ �→ θx′2/2−h(x, x′)
は任意の xに対して凸である.

1変数関数が凸であるとは, その関数のグラフ上の 2点を結ぶ線分がグラフ上
またはそれより上にあることであることを思い出そう.

hがこれらの条件を満たすことは [16]で証明した. [16, 3節]の例と [16, 4節]

の議論を見よ. (ここでは [16]の記法を守る. そこでは, その他の条件H3とH4

についても議論した. これはBangert[3]が導入したものである. 本論文では条
件H3とH4は使わない.)

hを使う理由のひとつは, 無限円筒の f 不変閉部分集合Mf を定義すること
ができるからである. この集合は f の力学を調べるのにたいへん重要な性質
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を持つように思われる. この集合は Bangert [3]の用語によれば, 極小軌道す
べての和である. Mather [16-18]でもそれを採用した. それ以前にはこれらは,

Aubry and LeDaeron [2] およびMather [13]において「極小エネルギー軌道」
とよばれていた. 実は, Mf を定義するのに f ∈ C1の場合だけでなく, f が C1

の要素の有限個の合成の場合でもよい.

Mf の定義は次節に回し, もっと一般の設定, つまり f = fk ◦ · · · ◦ f 1かつ
f i ∈ C1 の場合に hを定義しよう. これを行なうには, [16, 5節]で導入した
「接合」(conjunction)の概念を基にする. h1, h2をR2上の実数値連続関数とし,

(H2)を満たすものとする. このとき

h1 ∗ h2(x, x′) = min
ξ

(h1(x, ξ) + h2(ξ.x
′))

とおく. 簡単に確認できるように, h1 ∗ h2は定義され, 連続で, (H2) を満たす.

[16, 5節]において, この作用を「接合」(conjunction)とよんだ. だから, R2上
の連続実数値関数類で (H2)を満たすものは, 接合作用の下で閉じている. 接合
は associativeである.

解説: 集合 S上の 2項作用が associative であるとはすべての x, y, z ∈ S に
対して (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)のときである。

無限円筒のC1微分同相写像の集合のうち, C1
βの要素の有限個の合成で表現

できるものをP1
βと書く. P1 = ∪β>0P1

βとおく.

f ∈ P1に対して, f i ∈ C1 として分解 f = fk ◦ · · · ◦ f 1 を考える. fiを普遍
被覆面への f iの持ち上げとし, 集合 h = h1 ∗ · · · ∗ hkとおく. ただし, hiは fi
1 の母関数である. hを, f = fk ◦ · · · ◦ f1にともなう「変分原理」とよぶこと
にする. 実は, 付加定数を除いて, hは f (および無限円筒の座標づけ) にのみ
依存するが, この事実は必要としない. (証明は長ったらしい.) f �∈ C1 (おかし
い)のときは, hはもはや母関数ではないが, Mf の定義を許すほどの性質は持
ち続けている.

[16]において, 変分原理 hが f ∈ P1
βの持ち上げにともなうなら, (H1), (H2),

(H5), および θ = cot βとして (H6θ)を満たすことを証明した. 証明の主段階は,

[16, 補題 5.3]であった. それによると, h1と h2がR2上の連続な実数値関数で
あって, これらの条件を満たすなら, h1 ∗ h2も同様である. ([16, 補題 5.3]が適
用できることを見るには, 条件 (H3)と (H4)がこれら条件から出ることに注意
する. (H3)は (H5)の弱い形であり, [16,4節]の終わりに証明したように, (H4)

は (H5)と (H6)から出る.) [16]の補題 5.3が十分であるのは, f ∈ C1
βの持ち上

1 原論文では f となっている (谷川).

9



げ f の母関数が (H1), (H2), (H5), および (H6θ)を満たす事実 (これを上で [16]

から引用した)によるのである. ([16]の用語にしたがえば, hが (H6)を満たす
のは, ある θ > 0に対して (H6θ)を満たすときである.)

記法を簡単にするために, 次のような定義を導入する. θ > 0とする.

関数 h : R2 → Rが (Hθ)を満たすとは, この関数が連続で, (H1),

(H2), (H5), および (H6θ)を満たすときである.

前と同様, この条件はあらかじめ選んでおいた数 θ > 0 に依存する.

hが (H)を満たすとは, この関数が, ある θ > 0に対して (Hθ)を満
たすときである.

本節をまとめると, 無限円筒の完全面積保存正単調ねじれ写像の有限回の合
成としての類 P1の定義を復習した. 任意の f ∈ P1 に変分原理 hをともなわ
せた. 参考文献 [16]より, そのような hが (H)を満たすことを思い出した.

2. 極小軌道

本節では,微分同相写像f ∈ P1の極小軌道の定義を思い出そう. これは, fに
ともなう変分原理 h : R2 → Rによって定義される. hを, 実数列 (xj , . . . , xk),

j < kにまで拡張して

h(xj , . . . , xk) =
k−1∑
i=j

h(xj , xj+1)

とおく. (xj , . . . , xk)が hに関して極小であるとは,

h(xj , . . . , xk) < h(x∗
j , . . . , x

∗
k)

が, xj = x∗
j および xk = x∗

kなるすべての実数列 (x∗
j , . . . , x

∗
k)に対して成り立つ

ときである. (ここが以下の節で定義される束縛条件付き極小と違う点である.

x∗
jとx∗

kに挟まれるxiの範囲に制限はついていない.) 両無限列 (. . . , xj , . . .)がh

に関して極小であるのは,どの j < kに対しても,その対応する切片 (xj , . . . , xk)

が (hに関して)極小のときである.

この概念はAubry and LeDaeron[1]による. われわれがこれに興味を持つの
は, われわれが [12]で得た面積保存微分同相写像の力学に関する結果の別証を
与えるだけでなく, 他の結果をも与えるからである. これらの結果は, 本論文
の出発点であり, それをここで紹介する.
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参考文献 [16,4節]の最期から二番目の段落においてわれわれが示したところに
よると, hが (H)を満たし, (xj , . . . , xk)がhに関して極小であるなら, (xj, . . . , xk)

は hに関してつぎのような意味で停留である. すなわち, j < i < kに対して,

第一偏微分 ∂2h(xi−1, xi)および ∂1h(xi, xi+1) が存在して

∂2h(xi−1, xi) + ∂1h(xi, xi+1) = 0

を満たす. もちろん hが微分可能なら, この主張は自明である. しかし, 条件
(H)は必ずしも hの微分可能性を意味しない. その上, 一般に, f ∈ P1にとも
なう変分原理 hは微分可能である必要はない. とはいえ, 極小性が停留性を意
味するのは hが (H)を満たすときであることを証明することは容易である. す
なわち, (H6)からすると, hの片側偏微分は存在して

∂1h(x−, x′) ≥ ∂1h(x+, x′), ∂2h(x, x′−) ≥ ∂2h(x, x′+)

を満たす. 極小性から停留性が出ることは, hが微分可能であるときと同じ仕
方で証明できる. 詳しくは [16,4節]を参照されたい.

f ∈ P1とし, hは普遍被覆R2への f の持ち上げ f にともなう変分原理であ
るとする. hの極小配置 (. . . , xi, . . .)を考察する.

yi = −∂1h(xi, xi+1) = ∂2h(xi−1, xi)

とおく. [16,5節]の例において, f(xi, yi) = (xi+1, yi+1)であること, すなわち,

(. . . , (xi, yi), . . .)は f の軌道であることを証明した.

まとめるなら, われわれは次を証明した ([16,5節]).

命題 2.1. f ∈ P1
β とする. f : R2 → R2を f の持ち上げとする. hを f にとも

なう変分原理とする. すると θ = cotβとして hは (Hθ)を満たす. 実数の両無
限列 x = (. . . , xi, . . .) ∈ RZを考え, xが (hに関して)極小であるとする. する
と, i ∈ Zに対して2

yi = −∂1h(xi, xi+1) = ∂2h(xi−1, xi)

が存在して, (. . . , (xi, yi), . . .)はfの軌道である. つまり, f(xi, yi) = (xi+1, yi+1).

こうして, 各 (hに関する)極小 x ∈ RZに f の軌道を伴わせる. この随伴は
明らかに 1対 1である. このようにして得られた f の軌道を「極小軌道」とよ
ぶ. f の軌道はR2内にある. これを (R/Z) × Rの上に射影して f の軌道を

2 原論文では, 右辺は ∂2h(xi+1, xi)
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得る. f の軌道が極小のとき, 対応する f の軌道も「極小」ということにする.

Mf ⊂ R2は f の極小軌道全部の和を表すとし, Mf ⊂ (R/Z) × R は f の極小
軌道すべてとする.

次に, 以下の命題 2.2 – 2.4において, 極小配置のいくつかの性質を列挙しよ
う. これらはAubry and LeDaeron[1]が求め, Bangert[3]が一般化したもので
ある. 証明は [3]を参照してほしい. Bangertは「変分原理」hが 4つの前提
(H1) – (H4)を満たすとした. Bangertの結果を適用するには, われわれの条件
(H)から Bangertの条件 (H1) – (H4)が出ることを言えばよい. 実際, [16,4節]

の最後の段落で, (H5)と (H6)から (H3)と (H4)が出ることを示した.

だから, 条件 (H)を満たす任意の hにBangert[3]の結果を適用することがで
きる. すなわち, 命題 2.1より, そのような結果はMf 内にある f の軌道に関す
る情報をくれる. これらの結果は f |Mf の力学をかなり完全に示してくれる.

RZの要素を配置とよぶことにする. xと x∗が任意の 2つの配置であるとき,

すべての iに対して xi < x∗
i のとき x < x∗であるという.

xと x∗が比較可能であるとは, x < x∗, または x = x∗または x > x∗

のときである.

これからすると, 回転数の異なる配置は比較可能でない. 回転数の異なる 2

つの配置は必ず交わるから. 比較可能であるためには回転数が同じでなければ
ならない. 回転数が同一の配置でも複数ある. だから, この定義には意味があ
る. どのような意味があるか, それは以下で示す. 「配置を平行移動する」平
行移動後の配置は元の配置とは異なる. そして, この平行移動後の配置と元の
配置との関係のあり方によって, 元の配置の性質があきらかになる.

xが配置であって p, q ∈ Zのとき, Tp,qxは

(Tp,qx)i = xi+q − p

で定義される配置であるとする. これを素直に読み取れば, Tp,qxの i番目の点
は, xの i + q番目から持ってきて, x座標を pだけ減らしたものである. 一般
に, 配置 x内の xiは左下から右上に向かって並んでいる. だから, 番号が増え
ると, xiの座標は増える. qだけ多い番号のところから点を引き戻して, pだけ
座標を減らす. これは確かに平行移動になっている. pも qもどんな整数でも
いいから, 平行移動により無数の配置が得られる. たとえば, qを大きく取って
|p|を小さく取る. すると 2つの配置は遠い. 平行移動後の配置ははるか上にあ
る. 逆に, qを小さく取って |p|を大きく取る. すると, 平行移動後の配置ははる
か下にある. とすると, p, qをうまく選ぶと, 元の配置と平行移動配置とが, 互
いに近くなる. 近さの下限というような概念が可能である.
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さまざまな Tp,qxを xの平行移動 (translate)と呼ぶ. xが hに関する極小配
置なら (hは (H)を満たす), その平行移動もすべて (hに関して)極小配置であ
る. これは (H1)から直接の言えることである. xが有理数回転数の軌道なら,

うまく p, qを取ると, 平行移動が元の配置と一致する. 一方, xが無理数回転数
の軌道なら, どんな p, qを持ってきて平行移動しても, 元の配置とは一致しな
い. いくらでも近くに来るものがあるだろうが.

命題 2.2. hが (H)を満たし, xが hに関する任意の極小配置であると, xの任
意の 2つの平行移動は比較可能である.

証明. Bangert参照 ([3, 定理 3.13]). (谷川: Bangertとの記法の違いを修正す
ること。とくに Tp,qの違い). q = 0なら陳述は自明に成り立つ. 実際, 番号を
変えずに, 上下に移動するだけだから, 交わらない. xと x∗ = T(p,q)xが交わる
と仮定する. 交点が 0で起こるか, または 0と 1の間で起こるとしても一般性
は失わない. 極小配置同士は二度と交わらない. 必要なら xと x∗を取り替え
て, 次が成り立つと仮定できる.

x∗
j > xj for j < 0 かつ x∗

j < xj for j > 0.

つまり, j = 0を境界にして, 左では x∗が xより上, 右では xより下.

p > 0の場合を証明する. p < 0の場合は同様に扱える.

いま j ≥ 0として xj > x∗
j = xj+q − p である. また xj+q > x∗

j+q = xj+2q − p.

よって xj+q − p > xj+2q − 2p. 同様にして整数 v > 0に対して xj+vq − vp >

xj+(v+1)q − (v + 1)p. だから, どの j ≥ 0に対しても, 列

v ∈ N → xj+vq − vp

は減少列である.

いま j < 0として xj < x∗
j = xj−q + p である. また xj−q < x∗

j−q = xj−2q + p.

よって xj−q + p < xj−2q + 2p. 同様にして整数 v > 0に対して xj−vq + vp <

xj−(v+1)q + (v + 1)p. どの j < 0に対しても, 列

v ∈ N → xj−vq + vp

は増大列である.

xを, 周期 (q, p)かつ x0 < x0なる x ∈ Mf と比較する. このような xを得る
には次の定理 (Bangertの定理 (3.3))を使う.

定理. すべての (q, p) ∈ (Z\{0}) × Z に対して, 周期 (q, p)の x ∈ Mf がある.
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必要なら平行移動 T(j,0)を行なう. (p < 0の場合, 増大列になるから, 周期
(q, p)で x0 > x0を満たす x ∈ Mf と比較する.) 極小配置同士は 1度しか交わ
らないから, j ≤ 0に対して xj < xjであるか, j ≥ 0に対して xj < xjである.

j ≤ 0に対して xj < xj の場合を扱おう. j ≥ 0に対して xj < xj の場合も
まったく同様である. j ≤ 0のとき, 列 v → xj−vp + vqは減少列であって, 下か
ら xj−vp + vq = xjによって抑えられている. ゆえに

x̃j : lim
v→∞(xj−vp + vq) = lim

v→∞(T(vp,vq)x)j

が j ≤ 0に対して存在し, x̃j−p + q = x̃j である. (x̃j)j≤0の周期性より, xも x∗

も (x̃j)j≤0に α漸近であること, また |xi+1 − xi|は j → −∞のとき有界である
ことが簡単に結論できる. いまや, 互いに漸近的な極小配置同士は交わらない
という性質は xと x∗が交わるという仮定に矛盾する. �

Tp,qx > xなら Tlp,lqx > xがどの整数 l に対しても成り立つ. なぜなら,

Tlp,lq = T l
p,q (Tp,qの l回反復)だからである. したがって, q > 0のみを考える

と, Tp,qx > xか Tp,qx < xかは p/qのみに依存する.

ρ−(x)は Tp,qx < xなる p/q (q > 0) の集合とし,

ρ+(x)は Tp,qx > xなる p/qの集合とする.

いま, 配置 xの回転数は未知である. 勝手な回転数 p/qを持って来て, xを回
転数 p/qだけ縦横にずらす. 配置 xは, 横軸 n, 縦軸 x座標からなる空間におけ
る. 傾いた折れ線である. その傾きが実は回転数である. このずらしの「精神」
は, 配置 xを傾きを変えずにずらすことである. すなわち, 配置 xの各点を横に
qずらし, 縦に pだけずらす. 一斉に同じ量だけ左右上下にずらすから傾きは
変わらない. 上記命題 2.2は極小配置の局所的ふるまいに強い制限を課す. ど
んな平行移動を行っても, もとの配置と交わらない. ということは, 極小配置
はかなり滑らかに左下から右上に進んで行く. 前後の点に凸凹が少ないのであ
る. 単調であることが条件である. 次の点の x座標の方が小さいと, 平行移動
したときに交わってしまう. これは簡単に示せる.

命題 2.3. hは (H)を満たし, xが hに関する任意の極小配置であると, (ρ−(x),

ρ+(x))は有理数の集合のデデキント切断である. つまり, ρ−(x)のどの要素も
ρ+(x)のどの要素より小さく, ρ−(x)も ρ+(x)も空でなく, ρ−(x)∪ ρ+(x)は高々
1つを除いてすべての有理数を含む.

証明. 簡単にわかるように, 命題 2.2から, ρ−(x)も ρ+(x)も空でないという陳
述以外が出る. この陳述自身は, [3, 系 3.16]から言える.
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Bangertの定理 (3.15). どの x ∈ Mに対しても, 円写像 f ∈ G̃+があって, すべ
ての i ∈ Zに対して xi+1 = f(xi)である. (G̃+は円写像の持ち上げ群.)

(3.15)の証明. はじめに閉集合A := p0(Bx)上で fを f := p1◦(p0|Bx)
−1で定義

する. ただし, Bx = {Ta,bx | (a, b) ∈ Z2}. あるいは同じことであるが, x∗ ∈ Bx

のとき f(x∗
0) := x∗

1とする. (3.14)より, f はAからそれ自身の上への狭義増加
同相写像である. 明らかに, f はすべての t ∈ Aに対して f(t + 1) = f(t) + 1を
満たす. f を AからRへ affine的に拡張する. すなわち, R\A = ∪(an, bn)な
ら, t ∈ [0, 1]に対して f((1 − t)an + tbn) := (1 − t)f(an) + tf(bn). 簡単にわか
るように, f ∈ G̃xおよび f(xi) = f((T(−i,0)x)0) = xi+1である. �

(3.15)を円写像の結果 (2.1)および (2.2)と合わせて次を得る.

(3.16) 系. 次の性質を持つ連続写像 α̃ : M → Rが存在する.

(a) すべての x ∈ M, i ∈ Zに対して, |xi − x0 − iα̃(x)| < 1である. とくに
α̃(x) = lim|i|→∞ xi/iである.

(b) x ∈ Mが (q, p)周期的なら, α̃(x) = p/q である.

(c) α̃ は T の下で不変である. すなわち, すべての (a, b) ∈ Z2 に対して
α̃(T(a,b)x) = α̃xである.

注意. α̃(x)を x ∈ Mの回転数と呼ぶ.

証明. x ∈ Mに対して, (3.15)に応じて f ∈ G̃+を選び, α̃ := α̃(f)を定義する.

すると, (a)は (2.1)および (2.2)から出る. とくに α̃(x)はよく定義されている.

α̃の連続性や (b),(c)は (a)からただちに出る.

�

ρ̃(x) = (ρ−(x), ρ+(x))とおき, ρ̃(x)を xの回転記号とよぶ. ρ(x)は ρ̃(x)の切
断点を表すとする. すなわち, 一意の実数であって, ρ−(x)のどの要素も≤ ρ(x)

であり, ρ+(x)のどの要素も ≥ ρ(x)である. ρ(x)を xの回転数と呼ぶ.

記号空間 Sは有理数のデデキント切断の集合を表す. Sに標準的順序を与え
る. つまり, (A, B)と (A′, B′)がデデキント切断であるとき, (A, B) ≤ (A′, B′)
は A ⊂ A′かつ B′ ⊂ B を意味する. デデキント切断にともなう標準的写像
(canonical mapping) S → Rは順序保存である.

ωを無理数とするとき, これを切断とする有理数のデデキント切断は一意で
ある. そのデデキント切断も ωと書く. 有理数 p/qには 3つのデデキント切
断 (A, B)がある. すなわち, p/qが Aに含まれる, Bに含まれる, どちらにも
含まれない場合である. これらをそれぞれ p/q+, p/q−, p/qと書く. だから
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p/q− < p/q < p/q+である. このようにして, 実数の集合Rは記号空間Sの部
分空間となる. 言い換えると, ω ∈ Rであるとき, これをデデキント切断 (A, B)

と同一視する. ここで, Aは ωより小さなすべての数からなり, Bは ωより大
きいすべての数からなる.

ρ̃(x) ∈ Sであるから, この記号の意味するところは, ρ̃(x)は無理数であるか,

p/q+, p/q−または p/qであると考える. ただし, p/qは有理数である.

命題 2.4. hは (H)を満たすとし, ω ∈ Rであるとする. このとき, (hに関す
る)極小配置 xがあって, ρ(x) = ωを満たす.

証明. Bangert[3, 定理 3.17]を見よ. �

この結果が, 面白いのは, f ∈ P1として, Mf の構造へ応用があるからであ
る. 定義から容易に理解できるように, Mf は無限円筒の閉 f 不変集合である.

O(. . . , (xi, yi), . . .)が f の普遍被覆への持ち上げ f の軌道であるとすると, O
の回転数は

ρ(O) = lim
i→±∞xi/i,

によって, 極限が存在する場合に定義される. 同じ用語を f の軌道に対しても
使うことにする. すなわち, OをOの無限円筒への射影とすると, その回転数
を ρ(O) = ρ(O)で定義する. 曖昧な点がある. つまり, ρ(O)は持ち上げ f の選
び方に依存する. 持ち上げを変えると, 回転数は整数値だけ変化する. しかし,

変化はどの軌道に対しても同一なので, この曖昧性を無視し, 議論の間中, f の
持ち上げ f を固定しておく.

f ∈ P1 とし, f はその持ち上げとし, hは f にともなう変分原理とする.

x = (. . . , xi, . . .) を h に関する極小配置とする. 命題 2.1 より, 軌道 O =

(. . . , (xi, yi), . . .) がMf 内にあって, (. . . , xi, . . .)にともなう. 直截に

ρ(O) = ρ(x)

が成り立つ.

こうして, 命題 2.3と 2.4から次が出る.

命題 2.5. Mf 内のどの f 軌道も回転数を持つ. どの実数 ωに対しても, Mf 内
に f 軌道があって, 回転数として ωを持つ.

Mf 内の f軌道O (またはMf 内の f軌道O)の回転記号 ρ̃(O) (または ρ̃(O))

とは, 対応する極小配置の回転記号である. 前と同様, 回転記号は実数である
か, p/qを有理数として p/q−または p/q+の形をしている.
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ωが実数なら, Mf ,ωはMf 内の f軌道のうち回転記号 (数でない) ωを持つも
のすべての和を表す. ωが有理数の場合,すなわち, q > 0として p/qが既約の場
合, Mf,ω内の軌道はすべて周期 qで周期的である. 実は, (. . . , (xi, yi), . . .)がR2

へのこのような軌道の持ち上げであると, xi+q = xi + p (したがって yi+q = yi)

である. このことは回転記号の定義からただちにしたがう. なぜなら, デデキ
ント切断で記号 p/qに対応するものは p/qを含まないからである.

ωが p/q−または p/q+の形の回転記号なら, Mf,ω は, 回転記号として ωま
たは p/qを持つすべての軌道の和を表すものとする (意味不明).

命題 2.6. f ∈ P1
β かつ ω ∈ S のとき, Mf ,ωは無限円筒 (R/Z) × Rのコンパ

クト部分集合である. πは無限円筒において, その第一成分R/Zへの射影とす
る. このとき, π|Mf,ωは 1対 1(injective)である. したがって, Mf ,ω = graph u

が適当な関数 u = uf,ω : π(Mf,ω) → Rに対して成り立つ. この関数はリプシッ
ツであり, リプシッツ定数は≤ cot βである. すなわち, θ, θ′ ∈ R/Zに対して

|u(θ′) − u(θ)| ≤ (cotβ)|θ′ − θ|

が成り立つ. ただし, |θ′ − θ|は, θ ≡ x(mod 1) および θ′ ≡ x′(mod 1)として
min |x′ − x|と定義される.

証明. 定義より明らかに, Mf,ωは無限円筒の閉部分集合である. Bangert[3]の
さまざまな結果 (もとは [1]においてもっと強い制限の下で証明された)からす
ると, xと x′が極小配置であって, Mf,ω内の 2つの軌道に対応すると, これらは
比較可能である. ωが無理数の場合,これは [3,定理 4.1]である. ω = p/q−, p/q,

または p/q+のとき, これは [3, 定理 5.1]の帰結である. [16]の 5節最後の議
論を見よ. このような任意の 2つの配置は比較可能であるから, π|Mf ,ωは 1:1

(injective)である.

uf,ω に対するリプシッツ限界を証明するために, Mf,ω ⊂ R2 内の (x, y)と
(ξ, η)を考える. (もちろん, Mf,ωは, 射影R2 → (R/Z) × Rの下でのMf ,ωの
逆像である. ) (x, y) = f−1(x, y), (ξ, η) = f−1(ξ, η), (x′, y′) = f(x, y), および
(ξ′, η′) = f(ξ, η)とおく. たとえば, x < ξとしてみる. 上で引用した比較可能
性の結果から, x < ξおよび x′ < ξ′が出る. y = ∂2h(x, x), η = ∂2h(ξ, ξ)が命
題 2.1より成り立つ. ここで hは f にともなう変分原理である. hは (H5)を満
たすから, ∂2h(ξ, x+) ≤ ∂2h(x, x)である. hは (H6θ)を θ = cot βとして満たす
から, ∂2h(ξ, ξ) ≤ ∂2h(ξ, x+) + θ(ξ − x)が成り立つ. これらの不等式をつなぎ
合わせて η ≤ y + θ(ξ − x)を得る. y = −∂1h(x, x′), η = −∂1h(ξ, ξ′)を使って
y ≤ η + θ(ξ − x)を同様な議論から得る. �

Mf,ω 内の軌道に対応する極小配置が比較可能である事実は, もうひとつ重

17



要な結果をもたらす. R/Z内の順序つきの異なる 3点 (θ, θ′, θ′′)が正の (負の)

向きを持つとは, R/Z\θ′′内で θを θ′に結ぶ方向付き線分が 正に (負に)向き
づけられているときである, という定義を思い出そう. R/Zの順序付きの異な
る 3点を 2つの類に分割する (partition)するやり方は R/Zの円順序とよばれ
る. 明らかに, これはR/Zの任意の部分集合に円順序を誘導する. π|Mf,ω は
1:1 (injective)であるから, Mf ,ωにも円順序が成り立つ. 同様に, R内の順序は
Mf,ωに順序を誘導する. なぜならMf,ωからRへの射影は 1:1だからである.

命題 2.7. 任意のω ∈ Sに対して, f はMf,ω上の順序を保存し, f はMf ,ω上の
円順序を保存する.

証明. 最初の陳述はMf,ω内の 2つの軌道に対応する配置が比較可能であると
いう陳述を翻訳したものである. 第二の陳述は最初のものからしたがう. �

極小軌道の問題への筆者の興味は Percival [19,20]の数値結果に触発された
ものである. 彼は (数値計算を基に), ねじれ写像のホモトピー非自明な不変円
は全体が極小軌道からなることを予想した. この予想は, ほぼ Aubry and Le

Daeron[1] の結果から出るものであり, R. MacKayへの手紙 [11]において, (ね
じれ写像の場合は)完全な証明を筆者は与えた. ねじれ写像の有限合成へのこ
の結果の一般化も正しい. 完全を期すために, この一般化を述べ, 証明する.

命題 2.8. f ∈ P1とする. Γは無限円筒 (R/Z) ×Rの部分集合とする. Γが円
に同相であって, 無限円筒内で点に可縮でないとする. fΓ = Γであるとする.

このとき, Γ ⊂ Mf である.

証明. Birkhoffの定理 (補遺 1)より, Γはリプシッツ関数 u : (R/Z) → Rのグ
ラフである. hは f の変分原理であるとし,

H(x, x′) = h(x, x′) −
∫ x′

x
u(t)dt

とおく. 配置がH に関して極小であるのは, hに関して極小であるとき, そし
てそのときのみである. なぜなら,

H(x∗
i , . . . , x

∗
j) − H(xi, . . . , xj) = h(x∗

i , . . . , x
∗
j) − h(xi, . . . , xj)

だからである.

補題 1. Hは (x, x′)平面の Γの像の上で一定である.

(x, x′)面の Γの像とは, 次のようなものである. f の持ち上げ f : R2 → R2

は議論の間中固定しておく. Γ̃は平面から円筒への射影の下でのΓの逆像であ
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るとする. (x, y) ∈ R2かつ f(x, y) = (x′, y′)のとき, πf (x, y) = (x, x′)とおく.

(x, x′)面の Γ̃の像とは πf (Γ̃)のことである. これをΓ∗ と表す. πf は Γ̃上で 1:1

であること, また Γ∗ はR2の閉部分集合であることを注意しておく. 前者は Γ

がグラフであるというBirkhoffの定理の帰結である.

補題 1の証明. f ∈ P1であるから, f 1, . . . , fk ∈ C1があって, f = fk ◦ . . . ◦ f 1

を満たす. f i (i = 1, . . . , k)の持ち上げ fi : R2 → R2を選んで, f = fk ◦ · · · ◦ f1

とする. Γ0 = Γ, Γi = f iΓi−1 とおく (i = 1, . . . , k). Birkhoffの定理より, 各 Γi

はリプシッツ関数 ui : R/Z → Rのグラフである. なぜなら, Γiは f i ◦ f i−1 ◦
· · · ◦ f i ◦ fk ◦ · · · ◦ f i+1 ∈ P1だからである.

(x, x′) ∈ Γ∗を考える. このとき, y, y′ ∈ Rがあって, (x, y) ∈ Γと f(x, y) ∈
(x′, y′)が成り立つ. 次に, hが (x, x′) において微分可能であること, また

y = −∂1h(x, x′), y′ = ∂2h(x, x′)

であることを示す. これを証明するために, hは一般に微分可能でないが, 片側
第一微分 ∂1h(x−, x′)ほかは常に存在することを指摘しておく. また [16, 5節]

の終わりの例において, 次のような表現をそれらに与えた. すなわち, hiを fi

の母関数とする. 条件 x0 = x および xk = x′を満たす列 x0, . . . , xkで

h1(x0, x1) + h2(x1, x2) + . . . + hk(xk−1, xk)

を極小にするものすべての中で, 最小のもの xmin
0 , . . . , xmin

k と最大のもの xmax
0 ,

. . ., xmax
k がある.

yμ
i = −∂1h(xμ

i , xμ
i+1), i = 0, . . . , k − 1,

yμ
i = ∂2h(xμ

i , xμ
i+1), i = 0, . . . , k,

とおく. ここでμ = minまたはmaxである. このとき, fi(x
μ
i , yμ

i ) = (xμ
i+1, y

μ
i+1)

および
∂1h(x−, x′) = −ymin

0 , ∂1h(x+, x′) = −ymax
0 ,

∂2h(x, x′−) = ymin
k , ∂2h(x, x′+) = ymax

k ,

である.

(x, x′) ∈ Γ∗, (x, y) ∈ Γ, かつ f(x, y) = (x′, y′)の場合に戻ろう. Birkhoffの
定理を使って, ymin

0 = ymax
0 = yおよび ymin

k = ymax
k = y′を証明することができ

る. 実際, 逆, つまり, yμ
0 �= y (μはminまたはmax), たとえば yμ

0 < yとしてみ
る. (x0, y0) = (x, y), (xi, yi) = f(xi−1, yi−1), i = 1, . . . , kとおく. f1のねじれ条
件より, xμ

1 < x1である. なぜなら, xμ
0 = x0かつ yμ

0 < y0だからである. 明らか
に yμ

1 < u1(x
μ
1 )である. つまり, (xμ

1 , y
μ
1 )は Γ1 = graph u1より下にある. f2の
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ねじれ条件を, Γ1と Γ2が関数のグラフであることを合わせると, xμ
2 < x2が出

る. このようにして続けると, kステップ後に xμ
k < xkを得る. けれども, 定義

により, xμ
k = x′ = xkである. この矛盾からすると, yμ

0 < yは不可能である. 同
様に, yμ

0 > yから xμ
k > xkが出て, これも矛盾である.

こうして, ymin
0 = ymax

0 = yおよび ymin
k = ymax

k = y′が示せた. 片側第一微分
に関するわれわれの公式からすると, このことから, hが (x, x′)において微分
可能であり, u(x) = y = −∂1h(x, x′), u(x′) = y′ = ∂2h(x, x′) であることがわ
かる.

各 x ∈ Rに対して, 一意の x′ = x′(x)があって, (x, x′) = Γ∗ を満たす.

Birkhoffの定理と f が C1であるという仮定より, x′は xのリプシッツ関数で
あり, したがって, ほぼいたるところ微分可能である. (たとえば, [22, 11.7節]

を見よ.) このとき

d

dx
H(x, x′(x)) = ∂1H(x, x′) + ∂2H(x, x′)

dx′

dx

である. ところが

∂1H(x, x′) = ∂1h(x, x′) + u(x) = 0,

∂2H(x, x′) = ∂2h(x, x′) − u(x′) = 0,

である. だから, dH(x, x′(x))/dxはほぼいたるところでゼロである. H(x, x′(x))

は xのリプシッツ関数であるから, このときはHが Γ∗ 上で一定であることを
意味する. (たとえば, [22, 11.7節]を見よ.) �

補題 2. CはHの極小値であり, この値は Γ∗上でのみ実現される.

証明. 明らかに, H(ξ, x′) +H(x, ξ′)−H(x, x′)−H(ξ, ξ′) = h(ξ, x′)+ h(x, ξ′)−
h(x, x′) − h(ξ, ξ′)が x < ξかつ x′ < ξ′のときに成り立つ. したがって, H は
(H5)を満たす. したがって,

lim inf
ξ↓x

H(ξ, x′) + H(x, ξ′) − H(x, x′) − H(ξ, ξ′)
ξ − x

≥
∫ ξ′

x′
ρ(x, t)dt,

がx′ < ξ′のとき成り立つ. 補題 1の証明において, ∂1H(x, x′) = 0が (x, x′) ∈ Γ∗

のとき成り立つことを示した. したがって,

lim inf
ξ↓x

H(ξ, ξ′) − H(x, ξ′)
ξ − x

≤ −
∫ ξ′

x′
ρ(x, t)dt,

が, (x, x′) ∈ Γ∗かつ x′ < ξ′のとき成り立つ. ξが xに向かって下から近づいて
いくときも lim supを扱うことができ, 同じ上限を得る. この 2つの場合を結ん
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で, (x, x′) ∈ Γ∗かつ x′ < ξ′のとき

lim inf
ξ→x

H(ξ, ξ′) − H(x, ξ′)
ξ − x

≤ −
∫ ξ′

x′
ρ(x, t)dt,

を得る. 言い換えると,第一変数に関するH(x, ξ′)の上Dini微分は, (x, ξ′)がΓ∗

より上にあるときに負である. 同様な議論により, 第一変数に関するH(x, ξ′)
の下Dini微分は, (x, ξ′)が Γ∗より下にあるときに正である.

(x, ξ′) ∈ R2とし, また ξは (ξ, ξ′) ∈ Γ∗ なる一意の実数とする. (x, ξ′)が Γ∗

より上 (または下)にあるなら, x < ξ (または x > ξ)である. 補題 2は補題 1

と, 第一変数に関するHのDini微分について上で述べた主張からである. とい
うのは, これらからH(x, ξ′) > H(ξ, ξ′)が x �= ξのとき成り立つからである. �

命題 2.8の証明 (結論). (. . . , (xi, yi), . . .)は Γ̃内の f 軌道であるとする. 対応す
る配置はどの iに対しても (xi, xi+1)を満たす. 補題 2からただちにしたがうと
おり, この配置はH に関して極小であり, したがって, hに関しても極小であ
る. �

J. Moserが指摘してくれたところによると, 命題 2.8は有名なワイエルシュ
トラスの定理に強く関係する. その定理によると, 正定値ラグランジュ系の極
値の体 (field)の要素は作用を極小にする. Moserの指摘では, 上に与えた証
明はワイエルシュトラスの証明に強く関係する. この結果と証明に関しては,

Carathéodory [5]を参照のこと.

3. Mf の内的性質

前節で与えたMf の定義からはまったく明らかではないが, Mf は, 以下の結
果が語る意味で内的 (intrinsic)である.

命題 3.1. f, g ∈ P1とし, 無限円筒 (R/Z) × RのC1面積保存微分同相写像 φ

があって, g = φfφ
−1
であるとする. このとき φ(Mg) = Mf が成り立つ.

本節の残りは命題 3.1の証明である.

φが方向保存であることを示すことから始める. C > 0とする. 無限円筒の
上端 (下端)のどの近傍にも, 回転数が > C (< −C) なる f の軌道がある. こ
のことは前節の理論から出る. すなわち, Mf はこのような軌道を含む. 一方,

N が上端 (下端)の十分小さな近傍であるとき, N に完全に含まれる軌道で回
転数を持つものはどれも回転数は > C (または < −C)である. なぜかという
と, f は両端を無限にねじるからである.
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回転数の定義は持ち上げの選び方に依ることを思い出そう. f の持ち上げ f

と gの持ち上げ gを選んで g = φfφ−1となるようにする. ここで, φは φの持
ち上げである. この約束の下で, φ が π1((R/Z) ×R)上に恒等写像を誘導する
なら, φは同じ回転数を持つ gの軌道を f の軌道へと運ぶ. φが π1((R/Z)×R)

の非自明自己同形写像を誘導するなら, φは f の軌道を gの軌道へ運ぶ. その
際, 後者はもとの軌道の回転数の負の回転数を持つ.

だから φは π1上の恒等写像を誘導し両端を固定する. あるいは, 恒等写像の
負を誘導し, 両端を反転する. どちらの場合でも, φは方向保存である.

この節の残りでは, f は P1の要素であるとする. われわれが示すのは, Mf

が fと無限円筒上の面積形式Ω = dy∧ dθのみを使って定義できることである.

これで十分である. なぜなら, φは方向保存かつ面積保存であり, したがって面
積形式を保存するからである.

f 不変確率測度 μに対して, [18]の平均作用 (または平均ポアンカレ・カルタ
ン不変量) A(F, μ) = AH,η(f, μ)を定義する. これは dη = Ωなる 1-形式 ηの選
び方に依存し, (周期 1の)周期的ハミルトン関数Hに依存する. ここで f はH

にともなう時間 1写像である. ところが, これはポアンカレ・カルタン不変量の
普通の不変性も有する. 今回の状況では, この不変性は以下のことに対応する.

すなわち, H ′が第二の (周期 1の) 周期的ハミルトン関数であって, その時間 1

写像が f であり, η′は第二の 1-形式であって dη′ = Ωを満たすなら, B, C ∈ R

があって,

AH′,η′(f, μ) = AH,η(f, μ) + Bρ(f, μ) + C

が, どの f不変確率測度に対しても成り立つ. ここで, ρ(f, μ)はμの平均回転数
であって, [18]でも定義された. 平均作用の上記の不変性は [18]で証明された.

[18]において, 極小測度の概念を定義した. すなわち, f 不変確率測度 μが極
小であるのは, 実数 λがあって, μが f不変確率測度μの上でA(f, μ)−λρ(f, μ)

を極小にするとき, そしてそのときのみである. この概念は面積形式Ωと f の
みに依存する. これは上記の平均作用の不変性から来る.

エルゴード的 f 不変確率測度 μが極小であるのは, その台がMf 内にあると
き, そしてそのときのみである. これが [18]での主結果であった. M◦

f
は, f 極

小測度すべての台すべての和の閉包を表すとする. 極小測度の概念はΩと f の
みに依存するから, M◦

f
も同様である. 言い換えると, M◦

f
は命題 3.1の意味で

内的 (intrinsic)である. つまり, φ(M◦
g ) = M◦

f
である.

Mf が内的 (intrinsic)であることの証明の概略は以下のとおりである. M◦
f

はR2内のM◦
f
の逆像であるとする (R2内のMf の逆像Mf との類比である).

O = (. . . , (xi, yi), . . .)がMf 内の軌道なら, M◦
f 内に軌道O′ = (. . . , (x′

i, y
′
i), . . .)

があって,
∑∞

i=−∞ |x′
i − xi|+ y′

i − yi| < +∞という意味でOにL1漸近であるこ
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とを以下で示す. OとO′が f の L1漸近軌道であって, それらを無限円筒に射
影したときに相対コンパクトであるなら, 作用差 (difference action) (またはポ
アンカレ・カルタン不変量差difference Poincaré–Cartan invariant) ΔA(O,O′)
なる内的概念を定義する. これから示すのは, Mf の軌道Oが次のように特徴
づけられることである. すなわち, M◦

f 内に軌道O′でOにL1漸近のものがあっ
て, ΔA(O,O′) = 0 なることである. M◦

f
は内的であるから, このことからM◦

f

が内的であることがいえる.

O = (. . . , (xi, yi), . . .)はMf 内の軌道であるとする. ωはOの回転記号であ
るとし, M◦

f,ω = M◦
f ∩ Mf,ωとおく. x = (. . . , xi, . . .)はOに対応する配置であ

るとし, X◦
f,ωはM◦

f,ω 内の軌道に対応する配置集合であるとする. すでに見た
ように (命題 2.7), Aubry理論からすると, X◦

f,ωの任意の 2つの要素は比較可能
である. M◦

f,ωはR2内で閉じているから, X◦
f,ωの最大要素 x− = (. . . , xi−, . . .)

で≤ xなるものがあり, またX◦
f,ωの最小要素 x+ = (. . . , xi+, . . .) で≥ xなる

ものがある. O−とO+は (M◦
f,ω内の)対応する軌道であるとする.

このとき
∑∞

i=−∞ xi+ −xi− ≤ 1である. なぜなら, 区間 [xi−, xi+]をR/Zに射
影すると, 回転記号 ωが有理数 p/qでないときは互いに素であり, ωが有理数
p/qなら x− = x = x+である. 実は, ω = p/qなら, xi+q = xi +pであるから, O
を (R/Z)×Rへ射影すると周期 qで周期的であり, エルゴード的確率測度を持
つから, この場合OはM◦

f,p/q内にあり, したがって主張どおり x− = x = x+で
ある. ωが無理数のとき, 区間 [xi−, xi+]をR/Zへ射影すると互いに素であり,

このことは f |Mf,ω の円順序保存性からの自明な帰結である (命題 2.7). (Mf,ω

はただひとつの不変確率測度 μf,ωを支え, また台μf,ω ⊂ M◦
f,ω
である.)

残りの場合, すなわちω = p/q−または p/q+のとき, この事実はもうすこし
微妙である. 簡単のため, ω = p/q+の場合のみを考察する. 残りの場合も同様で
ある. Aubryの議論 (Bangert[3,定理 5.8]を見よ)によると, M◦

f,p/q+はM◦
f,p/q =

Mf,p/q のどの補区間とも交わる. なぜなら, Mf ,p/q+ ⊃ lim supi→∞ suppμf,λ(i)

が, 任意の無理数列 λiで p/qに下向きに向かうものに対して成り立つからで
ある. M◦

f,p/q+はM◦
f,p/qのどの補区間とも交わるから, x−と x+の回転記号は

p/q+である (p/qではない). すると, f |Mf,p/q+の円順序保存性 (命題 2.7)と
回転記号 p/q+の定義したときの性質から簡単に言えるように, R/Zへと区間
[xi−, xi+]を射影すると互いに素である.

O′ = O−, x′ = x−, ほかとする. x− ≤ x ≤ x+ であるから, たったいま示し
たことから

∑∞
i=−∞ |xi − x′

i| ≤ 1が成り立つ. OとO′は極小軌道であるから,

yi = −∂1h(xi, xi+1) = ∂2h(xi−1, xi)および y′
i = −∂1h(x′

i, x
′
i+1) = ∂2h(x′

i−1, x
′
i)

が成り立つ. (H5)と (H6θ)と x′ < xより, |yi − y′
i| ≤ θ|xi − x′

i|が得られる. だ
から, OとO′は L1漸近である. これで第一ステップの証明が終わる. 以上で,
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Mf 内の任意の軌道 OがM◦
f 内の任意の軌道 O′に L1漸近であることが示さ

れた.

OとO′が f のL1漸近な軌道であって, 無限円筒へのその射影が相対コンパ
クトであるなら, 作用差 (または ポアンカレ・カルタン不変量差)

A(O′,O) = lim
i → −∞
j → ∞

Lη(O′)(i, j) − Lη(O)(i, j)

を定義することができる. 右辺の量は次のように定義される. 知られているよ
うに, f は無限円筒上で周期 1の周期ハミルトン関数Hから生成される時間 1

写像である (たとえば [18,3節]を見よ). Γが (無限円筒の) Hの軌跡でOを拡
張したものなら (?),

Lη(O)(i, j) =
∫
Γ|[i,j]

η − Hdt

とおく. ここで ηは無限円筒上の 1-形式であって dη = dy ∧ dθを満たすもので
ある. これは [18,2節]の記法と同じであって, もっと完全な記述に関してはそ
ちらを参照されたい. とくに, η = ydθと取ることができる. だから, Γ′をO′

にともなう軌跡とし, Γ(t) = (θ(t), y(t)), Γ′(t) = (θ′(t), y′(t))とおくと,

ΔA(O′,O) =
∫ ∞

−∞
dt

[
y′dθ′

dt
− y

dθ

dt
− H(θ, y, t) − H(θ′, y′, t)

]

が成り立つ. OとO′は L1漸近であるから, 被積分量は L1(R)に属し, 右辺の
積分は存在する.

[18,2節]において, Lη(O)(i, j)がHと ηにどのように依存するか解析した. H

を変えるても,これは積分定数しか違わない. ηをη′に置き換えると,
∫
Γ|[i,j] η

′−η

だけ変る. η′ − ηは閉であるから, ΔA(O′,O) は ηに依存しない (dηが面積形
式である限り)か, Hに依存しない. 言い換えると, これは内的である.

f 1, . . . , fk ∈ J 1を選んで f = fk ◦ . . . , ◦f1 とする. fiは普遍被覆への f iの
持ち上げとし, f = fk ◦ . . . ◦ f1とおく. hiは fiにともなう母関数であるとす
る. これらのさまざまな選択がなされて h = h1 ∗ . . . ∗ hkになっているとする.(

x(ki+j), y(ki+j)
)

= fj ◦ · · · ◦ f1(xi, yi)

とおく. O′に対しては, Oと同様の記法 (′つきで)を使う.

ΔA(O′,O) =
∞∑

i=−∞
hi(x

′(i), x′(i+1)) − hi(x
(i), x(i+1))
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が成り立つ. ここで hi+k = hiとすることにより hiの定義を i ∈ Zに広げた.

[18,2節]の議論によりこの公式は正しい.

この公式より, Oが極小軌道であってO′がOにL1漸近なら, ΔA(O′,O) ≥ 0

である. 等式はO′が極小のとき, そしてそのときのみ成り立つ.

したがって, Mf内の軌道は次のような内的特徴を持つ. これらは軌道Oであっ
て,これに対してM◦

f 内に軌道O′があって, OにL1漸近であり, ΔA(O′,O) = 0

を満たす.

これで命題 3.1が証明された. �

4. 主結果

この節では, この論文の主結果を述べる. この論文の残りのほとんどはその
証明からなる.

f ∈ P1を固定する. 本論文では以後, これを固定する. f のバーコフ不安定
領域Rとは, 無限円筒のコンパクト不変部分集合であって, 以下の条件を満た
すものである. すなわち, まず, Rの境界点集合 (frontier)は 2つの成分 Γ−お
よびΓ+からなり, それぞれは円に同相で, 無限円筒内で点に可縮でない. 次に,

ΓがRの任意の f不変集合であって円に同相で無限円筒内で点に可縮でないな
ら Γは Γ−または Γ+である.

f は無限円筒の両端を不動にするから, Γ−も Γ+も f 不変であることに注意
しよう. 命題 2.8より, Γ± ⊂ Mf である. 論文の残りでは, Rは f のある固定し
たバーコフ不安定領域とする. Γ−はRの下の境界成分とし, Γ+は上の境界成
分とする.

次が主結果である.

定理 4.1. ρ(Γ−) ≤ ω−, ω+ ≤ ρ(Γ+)なら, R内にf軌道Oがあって, OはMf ,ω−
にα漸近かつMf ,ω+

にω漸近である. ただし, ω− = ρ(Γ−) (またはω+ = ρ(Γ+))

のときは ω−(ω+) は無理数とする.

定理の意味は次のとおりである. O = (. . . , (θi, yi), . . .)とする. 「OがMf,ω−
にα漸近する」とは, i → −∞のときdist((θi, yi), Mf,ω−) → 0を意味する. 「O
がMf ,ω+

にω漸近する」とは, i → +∞のとき dist((θi, yi), Mf,ω+
) → 0 を意味

する. 注意すべきは, 軌道Oが作用極小であるとも作用極大であるとも, 作用
ミニマックスとも言っていないことである. 証明を読むにあたって, このこと
を忘れずにいるべきである. ω− �= ω+とも言っていない. だから, 同じ回転数
の極小軌道をつなぐ軌道も許されるのか? このことにも注意しながら証明を読
もう.
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定理 4.2. 各 i ∈ Zに対して実数 ρ(Γ−) ≤ ωi ≤ ρ(Γ+)および正数 εiを考える.

R内に f 軌道O = (. . . , (θi, yi), . . .) および整数の増大両無限列 . . . , j(i), . . .が
あって, dist((θj(i), yj(i)), Mf,ωi

) < εiである.

言い換えると, Oは, 写像を ji回作用させたときに, Mf ,ω(i)から εi以内に近
づく.

5. J 極小配置

束縛条件 J とは, 両無限列 (. . . , Ji, . . .)であって, 各 JiはRの閉連結, 非空
部分集合なるものである. Jiを閉区間と思っていいのだろうか? 1点の場合も
含まれる. 片方または両方の端点が無限遠にあってもいい. コンパクトである
とは限らない.

J 配置とは, xi ∈ Jiなる両無限列 (. . . , xi, . . .) である. たしかに J は束縛
条件になっている. 配置の各点 xiは Jiに入っていなければならない. いまの
ところ, Jiにどんな意味があるのかわからない. もともとの極小配置の場合に
は, Ji = Rであった. とはいうものの, 変分の議論は本質的に軌道に沿っての,

あるいは配置に沿っての局所的な議論であるので, 最小が求まるわけではない.

最小かもしれないが, 極小でしかない. くねくね道を用意して, それに細い幅を
つけ, その幅の中でそのくねくね道が作用を極小にすることだって考えられる.

J 配置の切片とは, 各 j ≤ i ≤ kに対して xi ∈ Jiなる有限列 (xj , . . . , xk)の
ことである.

本論文の残りでは, 普遍被覆への f の持ち上げ f を考える. f にともなう変
分原理を hとする.

J 配置の切片 (xj , . . . , xk)が (hに関して)J 極小といわれるのは,

h(xj , . . . , xk) ≤ h(x∗
j , . . . , x

∗
k)

が x∗
j = xj かつ x∗

k = xkなるどのJ 配置切片 (x∗
j , . . . , x

∗
k)についても成り立つ

ときである. J 配置 (. . . , xi, . . .)が J 極小といわれるのは, どの j < kに対し
ても対応する切片 (xj , . . . , xk)がJ 極小のときである. J 配置の中でだけ極小
問題を考える. いつでも区間 Jiの端点を通る配置が最小を与えるとすると, 考
える配置の範囲を少し広げただけで極小性を失う可能性がある.

次の 2つの命題は, ほぼ自明であるが, 主結果の証明の構造において基本的
である.

命題 5.1. J = (. . . , Ji, . . .)は束縛条件であって, Jiが有界であるような, 任意
に小さい, また任意に大きい iが存在するとする. このとき, J 極小配置が存在
する.
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各 Jiが有界でないとすると, xi → ±∞のとき作用がどんどん小さくなれば極
小は存在しない可能性がある. コンパクトな区間 Jiがいつでも存在すると, 縛
りがかかる. 区間の端点で極小となろうと, 極小はある. またコンパクトでな
いとへんな事が生じるので, 閉としている.

証明. (H2)より, 関数 h(x−N , x−N+1, . . . , xN) は, J−N × J−N+1 × · · ·× JN 上で
proper (Matherの以前の論文に定義あり), 連続かつ下から限られている. した
がって, 列 (x

(N)
−N , x

(N)
−N+1, . . . , x

(N)
N )があって,この関数をJ−N ×J−N+1×· · ·×JN

上で極小にする. (H2)を使えば, 各整数 jに対して, コンパクト集合Kj を見
つけて, すべてのN に対して x

(N)
j ∈ Kj とすることができる. Jj が有界なら,

Kj = Jiと取ればよい. そうでないとき, j′ < j < j′′があってJj′もJj′′も有界で
あるという事実と, hの性質 (H2)を使えばよい. したがって, カントールの対角
線論法により, 列N1 < N2 < · · ·を選んで, i → +∞のときに, x

(N)
j → xj ∈ Kj

となるものを選ぶことができる. 簡単に示すことができるように, 結果として
得られる両無限列は J 極小である. �

J 配置 x = (. . . , xi, . . .)が J 自由であるとは, 各 iに対して xi ∈ IntJiのと
きである.

命題 5.2. x = (. . . , xi, . . .)が J 極小配置であるとする. xが J 自由であるな
ら, −∂1h(xi, xi+1) = ∂2h(xi−1, xi)である. (とくに, これらの偏微分が存在す
る.) その上, f(xi, yi) = (xi+1, yi+1)である. ただし, yi = −∂1h(xi, xi+1)であ
る. つまり, (. . . , (xi, yi), . . .)は f 軌道である.

証明. これは 2節の極小軌道の議論とまったく同じである. �

命題 5.1によれば, J 極小配置は存在する. 命題 5.2によれば, これらがJ 自
由なら軌道をもたらす. 定理 4.1と 4.2でわれわれが存在を主張する軌道は, J
極小配置および J 自由配置にともなう軌道から構築する. 証明はどうするか
というと, J = (. . . , Ji, . . .)が properly選ばれた束縛条件であるなら, 任意の
J 極小配置はJ 自由であること, また対応する軌道は定理 4.1と定理 4.2で要
請される性質を持つことを示す. 以上の結果を得るための J に関する指定条
件は複雑なので, あとの節で説明する. これからすると, 求める軌道Oは束縛
条件つき作用極小軌道である.

6. 半J 自由配置

この節では, 束縛条件J に関する条件として, J 極小配置が少なくとも半J
自由 (partially free)であることを保証するものを与える. この節の主結果は命
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題 6.1である. 命題 6.1の拡張として命題 6.2も与える. これは本論文の主結果
を証明するのに必要である.

われわれの条件を述べるために, 極小配置に関係する 2つの基本概念を思い
出す必要がある. すなわち, Peierlsの障壁と Percivalラグランジュ関数を極小
にする関数である.

ωを回転記号とし, a ∈ Rとする. ωはωの下敷数 (underlying number)とす
る. ωが実数なら, ω = ω であり, ω = p/q±なら, ω = p/qである.

回転記号ωまたはωを持つ最大の極小配置 ξ− = (. . . , ξi−, . . .)があって, ξ0− ≤
aを満たし,また,回転記号ωまたはωを持つ最小の極小配置 ξ+ = (. . . , ξi+, . . .)

があって, a ≤ ξ0+を満たす. (ここで最小とか最大は, 2節で導入した回転記号
ωまたは ωの極小配置上の順序に関してである. すなわち, ξ < ξ′であるため
の必要十分条件は, すべての整数 iに対して ξi < ξ′iなることである.)∑

i∈I

ξi+ − ξi− ≤ 1,

が成り立つ. ただし, 添字集合 Iが整数の集合Zであるのは ωが有理数でない
ときであり, {0, . . . , q − 1}であるのは, ω = p/q のときである. なぜかという
と, ξi− = a = ξi+であるか, または区間 (ξi−, ξi+)のR/Zへの射影が互いに素
であるからである. 直観的には, 長さ 1の区間に下ろしたとき, この区間の中に
重複せずに納まるからである. 次のようにおく.

P h
ω (a) = Pω(a) = min

∑
i∈I

h(ξi, ξi+1) − h(ξi−, ξi+1−).

ここで, 極小を取るのは, ξi− ≤ ξi ≤ ξi+かつ ξ0 = aなる ξ = (. . . , ξi, . . .)全体
の上においてである. 条件 ξi− ≤ ξi ≤ ξi+は上記の和が絶対収束することを保
証する.

[2]において, Pω(a)を Peierls障壁とよんだ. なぜなら, Pω(a)が固体物理で
よく知られた概念と関係があるからである.

Pω(a) ≥ 0がすべての a ∈ Rに対して成り立ち, Pω(a) = 0になるのは,

a ∈ π(Mω)のとき, そしてそのときのみであることに注意する. ただし, πは
R2のRへの射影である. 回転数 ωのリプシッツ曲線を引きのばして実数軸と
同一視する. この実数軸上で, Aubry–Mather集合はカントール集合と前後へ
の無限個のコピー である. KAM曲線なら実数軸そのものである. 周期軌道な
ら離散的な点を占める. そこで, 任意に a ∈ Rを取ると, この aはKAM曲線が
あれば, 必ずKAM曲線上の点である. この場合, P h

ω (a) = 0である. KAM曲
線がない場合, aをAubry–Mather集合上に取れば P h

ω (a) = 0である. そうで
なければ, P h

ω (a) > 0. aを通る配置 (軌道)は極小でない. 周期軌道の場合は,

漸近軌道を除いている. だからやはり, P h
ω (a) > 0なのか?
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必要な第二の概念は Percivalのラグランジュ関数

Pω(φ) =
∫ 1

0
h(φ(t), φ(t + ω))dt

を使って一番簡単に定義できる. この量は φ(t + 1) = φ(t) + 1を満たす任意の
有界可測関数φおよび任意の数ωに対して定義される. φωはPωを極小にする,

そのような任意の関数であるとする. このような関数の存在はねじれ写像の場
合は, [12,15]で証明された.

しかし, Aubry[1]によるもうひとつの定義が本論文においては都合がよい.

Mf,ωの順序性 (命題 2.7)から簡単に従うように, どの実数 ωに対しても, 関数
φω : R → Rがあって, 以下を満たす.

(1) s ≤ tなら φω(s) ≤ φω(t);

(2) φω(t + 1) = φω(t) + 1;

(3) t ∈ Rなら

xω,t
− = (. . . , φω(t + ωi−), . . .), xω,t

+ = (. . . , φω(t + ωi+), . . .)

は回転記号 ωの極小配置である. ここで

φ(s−) = lim
u↑s

φ(u), φ(s+) = lim
u↓s

φ(u)

上の (3)は,「Aubry–Mather集合の点は, 左または右から近づくことができ
る」ということを表現したものか?

関数 φωで (1) - (3)を満たすものはPercivalのラグランジュ関数を極小にす
る ([12,15]を見よ)ことを示すことができる. ただ, このことは使わない.

ωは無理数であるとする. Mf,ωの順序保存性 (命題 2.7)から容易にわかるよ
うに, φωは連続点において, 右に平行移動を合成する不定性を除いて一意であ
る. もっと詳しくいうと, φ′が (同じ無理数 ωに関して) 同じ条件 (1) - (3) を
満たす第二の関数であるとすると, a ∈ Rがあって

φ′(t±) = φω(t + a±)

が成り立つ. ωが有理数 p/qの場合, (p, q)型の周期的極小配置がすべて単一の
配置の平行移動である場合には, これは成り立つが, 一般には成り立たない.

命題 6.1を述べるために, 実数 ωを選び, φωは上の条件 (1) - (3)を満たす関
数であるとする. xはある tに対して xω,t

+ または xω,t
− のどちらかであるとする.

すなわち, xi = φω(t + ωi±)とする.

また実数 aを選んで, Pω(a) > 0とする (このような数が存在するとして:

KAM曲線が壊れているということだろう). 各整数 iに対して, aiは ai − aが
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整数であって, xi ∈ (ai, ai + 1)となるような一意の実数とする. xi − aは整数
でないことを指摘しておく. なぜなら Pω(a) > 0 だからである.

命題 6.1. J = (. . . , Ji, . . .)は束縛であるとする. j0 ≤ j1は整数であるとし,

ω, aは実数であるとする. K(ω, a)は定義されているとし, Ji = [ai, ai + 1]が
j0 − K(ω, a) ≤ i ≤ j1 + K(ω, a)に対して成り立ち, ai は上で定義したものと
する. ξ = (. . . , ξi, . . .)はJ 極小配置であるとする. このとき,

ai < ξi < ai + 1, for j0 ≤ i ≤ j1

が成り立つ.

命題6.1の意味を考える. xは極小配置である. j0−K(ω, a) ≤ i ≤ j1+K(ω, a)

なる 2K + |j1 − j0|の長さの添字 iに対して単位長さの区間 Jiはすべて xiを含
む. そのように設定したとき, J極小の配置 ξは, j0 ≤ i ≤ j1なる |j1−j0|の長さ
の添字 iに対して同じ区間Jiの内点として含まれる. 簡単に言えば, j0 ≤ i ≤ j1

の間, 極小配置 xとJ 極小配置 ξは近い.

以下では同じ一般形のほかの命題をいくつか証明する. 極小配置 (いまの場
合 x) を使って, 添字のある範囲にわたって明示的に束縛条件 J を定義する.

それから, J 極小配置がより小さな添字範囲にわたって自由であることを証明
する.

命題 6.1の陳述を完成させるために, 整数K(ω, a)を定義しよう. Pω(a) = 0

ならK(ω, a)は定義されない.

pn/qn, n = 0, 1, 2, . . .はωの連分数展開の近似分数列とする. 当面の間, 近似
列に関して必要なことは, まず, 1 = q0 ≤ q1 < q2 < q3 < · · ·であること, 次に
正整数 qが qn のどれかであるのは, ||q′ω|| > ||qω||が q′ = 1, . . . , q−1 に対して
成り立つとき,そしてそのときのみである. ここで, ||λ||はmin{|λ−n| : n ∈ Z}
によって定義される. さらに, pnは n ≥ 1に対して, qnωに最も近い整数であ
る. ωが無理数なら, 近似列は無限であり, ω = p/qなら, 連分数展開は有限ス
テップで終了し, 最後の近似分数は p/qそのものである.

K(ω, a)の定義は, f ∈ P1
βなる β の選び方に依存する. このような βを選ん

で, 本論文では以後動かさない. θ = cotβとおく. この記法も本論文では以後
固定する.

Pω(a) > 0なら, kは k > 2θ/Pω(a)なる最小の整数であるとする. mを大き
くしていけば, いずれは Pω(a) > 2θ/mが満たされる. 最初のmを kと置いた.

nは k < qnなる最小の整数とする. ただし存在するとしてである (ωが無理数
であるか ω = p/q, k＜ qで p, qが互いに素のときである). nが存在するとき
K(ω, a) = qn−1 + qnとおき, そうでないとき, K(ω, a)は定義されないとする.
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これでK(ω, a)の定義が完成した. K(ω, a)は実は βに依存し, また Peierls

の障壁にも依存するが, 記法の上ではこの依存性を表さなかった. というのは,

βは f のみに依存し, Pω(a)は f, ωおよび aのみに依存するからである. さら
に f は本論文をとおして固定しておく.

簡単のため, 以下の証明ではK = K(ω, a)とおく.

命題 6.1の証明. 簡単のため, j0 = j1であるとし, その共通値を jと書く. 明
らかに, この場合から命題 6.1の一般形が出る. ξj < aj +1を証明する. ξj > aj

の証明は同様である.

sは一意の実数であって, φω(s + ωj−) < aj + 1 < φω(s + ωj+) を満たすと
する. yi = φω(s + ωj−)とする. だから, y (xも) は極小配置であって, その回
転数は ωである. 定義より, xj < aj + 1であるから
明らかに t ≤ sであり, したがって x ≤ yである.

まず, 証明を与えるのは, i0が存在して j −K ≤ i0 < jを満たし, i1が存在し
て j < i1 ≤ j + Kを満たし, ai + 1 < yiが i = i0, i1 に対して成り立つ場合で
ある. この場合, 簡単にわかるように, ξi < yi が i0 ≤ i ≤ i1に対して成り立つ
(そしてとくに i = jに対して成り立つ. これが証明すべきことであった). こ
れの証明は実質的には Aubryの crossing補題の証明と同一である. その補題
は, 2つの極小配置のAubryグラフが高々いちどしか交わらないことを述べる.

(Bangert[3, 補題 3.1]を見よ. 配置 z = (. . . , zi, . . .)のAubryグラフとは, 平面
の折れ線であって, (i, zi)と (i + 1, zi+1)を結ぶ線分の和である.)

今回の文脈でこの証明を思い出そう. (H5)より

h((ξ ∧ y)i(0), . . . , (ξ ∧ y)i(1)) + h((ξ ∨ y)i(0), . . . , (ξ ∨ y)i(1))

≤ h(ξi(0), . . . , ξi(1)) + h(yi(0), . . . , yi(1))

が成り立つ. ここで (ξ ∧ y)i = min(ξi, yi), (ξ ∨ y)i = max(ξi, yi)である. 等式が
成り立つための必要十分条件は, すべての交差が節点で生じることである. 等
式が成り立たないとき, ξがJ 極小 である (なぜなら ξ ∧ yはJ 配置であって
i = i0, i1において ξと一致するから) という仮定に矛盾するか, あるいは, yが
極小である (ξ ∧ yは i = i0, i1において yと一致する)という仮定に矛盾する,

という結果を得る. 等式が成り立てば, 同じ論拠によって

h((ξ ∧ y)i(0), . . . , (ξ ∧ y)i(1)) = h(ξi(0), . . . , ξi(1))

h((ξ ∨ y)i(0), . . . , (ξ ∨ y)i(1)) = h(yi(0), . . . , yi(1))

が成り立つことが出る. ところが,グラフが iで交差すると, (ξ∧y)または (ξ∨y)

が, (H5)と (H6)により停留でなくなり, これらのひとつに少しだけ摂動を加え
ることによって, 極小性の仮定に矛盾する結果を得ることができる.
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これで ξj < yjが特別の場合に証明できた. 一般の状況に戻って,

zi = φω(s + ||qn−1ω||+ ωi+)

とおく. だから z = (. . . , zi, . . .)は極小配置である. j ≤ i ≤ j + K に対して
yi < ai + 1とする. qnは ||qω|| < ||qn−1ω||なる最小の qであることに注意しよ
う. したがって, R/Zへの区間 [(i−j)ω, (i−j)ω+||qn−1ω||], i = j, . . . , j+qn−1

への射影は重なり合わない. φωは単射 (injective)であり, φω(t+1) = φω(t)+1

であるから, 上のことより, R/Zへの区間 [yi, zi], i = j, . . . , j + qn − 1への射
影は重なり合わない. k ≤ qn − 1であるから, j < i1 ≤ j + kなる i1があって,

zi(1) − yi(1) ≤ k−1を満たす. その上, yjと zj の定義より yj < aj + 1 < zjが成
り立つ. R/Zへの区間 [yi, zi]への射影は区間 [yj, zj], j < i ≤ i1の射影と重な
り合わないから, ai + 1は [yi, zi]内にない. yi < ai + 1であるから, zi < ai + 1

が j < i ≤ i1に対して成り立つ.

i2は i > j なる iのうち, [(i − j)ω, (i − j)ω + ||qn−1ω||]が整数を含むよう
な最小のものとする. i1 < i2 ≤ j + K が成り立つ. 事実, i2 = j + qnまたは
i2 = j + qn + qn−1である. これは qnが, ||qω|| < ||qn−1ω||を満たす最小の整数
であるという事実から簡単に出る.

さて, zは極小配置であって, aj + 1 < zj , ai(2) + 1 < zi(2), また j < i < i2
に対して ai < zi < ai + 1を満たす. ξは J 極小であるから, (前と同じよう
に Aubryの交差議論を使って) j ≤ i ≤ i2 に対して ξi < zi を得る. とくに
ξi(1) < zi(1) < yi(1) + k−1である.

こうして,われわれが示したのは, j < i1 ≤ j+Kが存在して ξi(1) < yi(1)+k−1

および yi < ai + 1を j ≤ i < i1に対して満たすことである. 同様に, j − K ≤
i0 < jが存在して, ξi(0) < yi(0) + k−1 および yi < ai + 1を i0 < i ≤ jに対して
満たす. (j − K ≤ i0 < jがあって ai(0) + 1 < yi(0)を満たすなら ξi(0) < yi(0)で
ある. そうでなければ, すぐ上で述べた議論が適用できる.)

ξj < aj +1を背理法で証明しよう. wi = ξi, i = i0, i1;およびwi = min(yi, ξi),

i0 < i < i1とおく. ξj = aj + 1なら h(wi0 , . . . , wi1) < h(ξi0 , . . . , ξi1) であるこ
とを示そう. ξはJ 極小であるから, これは求めていた矛盾である.

i = i0, i1に対して vi = yiとおき, i0 < i < i1に対して vi = max(ξi, yi)とお
き, w̃i = min(yi, ξi), ṽi = max(yi, ξi)とおく. 端点 i = i0と i = i1以外では vi

と ṽiは同じであることに注意しよう. 端点では違いは高々k−1である. 同じこ
とがwiと w̃iについても成り立つ.

記法を簡単にするため, 以下の証明では, h(wi0, . . . , wi1)を h(w)と書き, そ
のほかもそれに準ずるとする.

h(w) − h(w̃) + h(v) − h(ṽ) ≤ 2θk−1
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が成り立つ. 区間 [i0, i1]の端点を除いて ṽは vに, そして w̃はwに一致するか
ら, 左辺は 2つの項の和であり, そのうちのひとつは区間 [i0, i1]の各端点から
来ることは明らかである. ξi0 ≤ yi0なら, i0端点から来る項は消え, そうでない
ときには

h(ξi0, wi0+1) − h(yi0 , wi0+1) + h(yi0 , vi0+1) + h(ξi0 , vi0+1)

=
∫ ξi0

yi0

(∂1h(α+, wi0+1) − ∂1h(α+, vi0+1)) dα ≤ θk−1

である. なぜなら, 積分は区間 [ξi0 , yi0]で行なわれ, この区間の長さは k−1以下
だからであり,被積分関数は θ以下だからである. というのは, β ≤ γ ≤ β+1の
とき, ∂1h(α+, β) ≤ ∂1h(α−1+, β)+θ = ∂1h(α+, β+1)+θ ≤ ∂1h(α+, γ)+θが
(H6θ), (H6), (H5)により成り立つからである. ai0+1 ≤ vi0+1 ≤ wi0+1 ≤ ai0+1 +1

であることに注意し, これを β = vi0+1, γ = wi0+1とおいて適用することがで
きる. 前者 (?)はこの帰結であり, 対応する不等式は i1端点から来る.

こうして, h(w) ≤ h(w̃)+h(ṽ)−h(v)+2θk−1 ≤ h(y)+h(ξ)−h(v)+2θk−1 ≤
h(ξ) − Pω(a) + 2θk−1 < h(ξ)が成り立つ. これで最初の不等式を導いた. 第二
の不等式は定義 w̃ = y ∧ ξ, ṽ = y ∨ ξと条件 (H5)の帰結である. 第三の不等式
の場合, ξj = aj + 1という仮定を使う. このとき vj = aj + 1である. i = i0, i1
のとき vi = yi であり, yは回転記号ωの極小配置であって yi = φω(s +ωi−)で
定義される. ここで, φω(s + ωj−) < aj + 1 < φω(s + ωj+) である. これから,

h(v) − h(y) ≥ Pω(aj + 1) = Pω(a) が出る. これが第三の不等式である. kを選
んで k > 2θ/Pω(a)とする. これが第四の不等式である.

まとめると, ξj = aj + 1を仮定して, 不等式 h(w) < h(ξ)を証明した. この不
等式は ξがJ 極小であることに矛盾する. この矛盾から, ξj < aj + 1であるこ
とが結論できる. �

命題 6.1において, 障壁 aiはすべて aと整数だけ違う. だから, J 自由である
ことの証明は単一の障壁 aを使って行なったのであると言える. ときには, も
う少し柔軟な結果が必要である. その場合, 2つの障壁を許す.

この結果は次のように定式化できる. 実数ω, a, bで, Pω(a) > 0およびPω(b) >

0を満たすものを考える. 前と同様, pn/qnは ωへの近似分数列であるとする.

kは k−1 < min(Pω(a)/2θ, Pω(b)/2θ) なる最小の整数とする. nは k < qn を
満たすものがあればそのうちの最小の整数とする. nが存在する場合にK =

k + qn−1 + qnとおき, 存在しない場合はKは定義しないでおく. 実数 lを選び,

また
x = xω,t

± = (. . . , φω(t + ωi±), . . .)

とおく. 整数 j∗を考える. i < j∗ の場合, ai は ai − aが整数であって xi ∈
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(ai, ai +1)となるような唯一の実数であるとする. i ≥ j∗の場合, aiは ai − bが
整数であって xi ∈ (ai, ai + 1)となるような唯一の実数であるとする.

命題 6.2. J = (. . . , Ji, . . .)は束縛であるとする. j0 ≤ j1は整数であるとし,

ω, aは実数であるとする. Kは定義されているとし, ある整数 j0 < j∗ ≤ j1に
対して Ji = [ai, ai + 1]が j0 − K ≤ i ≤ j1 + Kの区間で成り立つとする. この
とき, 前と同様の結論が成り立つ.

この陳述はおかしくないか? 命題 6.2と 6.1の主な違いは aiの定義が異なる
ことにある. j∗にある障壁を変えた. aと bの両方の顔を立てている.

証明. 以前の証明への修正部分のみを指摘する. J 極小配置 ξと j0 ≤ j ≤ j1な
る整数 jを考える. ξj < aj + 1を証明する. aj < ξjの証明も同様である.

極小配置 yと zを前とまったく同様に定義する. 整数 j0, j1で, j0 −K ≤ i0 <

j < i1 ≤ j1 + kであって, かつ

ξi ≤ yi + k−1, for i = i0, i1

を満たし, yi < ai + 1が i0 < i < i1なるものを見つける. このような整数が見
つかれば, 証明は前とまったく同じように進む.

i1を見つけるのに次のように進む. iがあって j < i ≤ j1+K およびai+1 < yi

を満たせば, i1 として, そのような iの最小のものとする. このとき, ξi1 <

ai1 + 1 < yi1 が得られる. これは要求以上の性質である. そうでないとき,

j < i1 ≤ j + K が存在して zi1 − yi1 < k−1 < ε (これも前と同じ理由で)を満
たし, i1 < i2 ≤ j1 + Kが存在して ai2 + 1 < zi2を満たす. ここで, 理由は前と
本質的に同じであるが, 議論が有効でであるためにはKの定義として新しいも
のを使わねばならない. この場合の証明は区間 [(i − j)ω, (i − j)ω + ||qn−1ω||],
i = j1 + k + 1, . . . , j1 + KをR/Zへ射影したものがR/Zを被覆するという観
察の基づく. (2つの障壁があるから, 2つの区間のどちらかが, j < j∗の場合に
整数を含むだけでは十分でない.) そうでないとき, 議論は前とまったく同様に
有効である. �

7. いくつかのJ 自由配置

前節では, J = (. . . , Ji, . . .)が束縛なら, Jiは添字のある範囲 j0 − K ≤ i ≤
j1 + K において特殊な形を持ち, ξ = (. . . , ξi, . . .)は J 極小配置であるなら,

ξi ∈ intJiが j0 ≤ i ≤ j1なる狭い範囲の iに対して成り立つことを示した. 命題
6.1において, j0 −K ≤ i ≤ j1 +Kに対してJi = [ai, ai +1]であった3 . ただし,

3 論文では Ji = [ai, a1 + 1]となっているが, 間違いであろう.
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その範囲で ai ≡ a (mod 1)および xi ∈ (ai, ai + 1)であった. x = (. . . , xi, . . .)

は基底配置 (回帰軌道に対応する極小配置) である.

だから, 基底配置 xと数 aを知ることにより, 一意に Jiが範囲 j0 − K ≤ i ≤
j1 + Kで指定される. Jiはこの範囲で基底配置 x に「したがう」といえる. 明
らかに, ほかにも基底配置 yがあって, これらの Jiもしたがう. 実は, 開区間Ω

があって, どの ω ∈ Ωに対しても, 回転数 ωの基底配置 yがあって, Jiは範囲
j0 − K ≤ i ≤ ji + Kにおいて yにしたがう.

次に, 非常に長い Jiの列をどのように構築するかを考える. ただし, この列
の比較的短い部分列には命題 6.1が適用できるようにしたい. 「比較的短い」
からといって, 「短い」わけではない. というのは, 命題 6.1が適用できるため
には, 「比較的短い部分列」は 2Kより長くなければならないからである.

n = (. . . , ni, . . .)は整数の双無限列であるとし, ε > 0 とする. nが「ε拘束
されている」とは, 各 j ∈ Zに対して, 実数 ωjと sjがあって, 以下が成り立つ
ときである. すなわち, pj1/qj1, pj2/qj2, . . .は ωj の連分数展開の近似列である
とする. ωjは無理数であるか, ε−1より大きな分母を持つ (既約)有理数である
とする. ljは qjl(j) > ε−1なる最小の整数であるとする. Kj = qj,l(j)−1 + qj,l(j)と
おく. j − Kj ≤ i ≤ j + Kjに対して ni < ωji + sj < ni + 1であることを要請
する.

ΩはRの開区間であるとする. これは回転数方向の区間である. nが ε拘束
であって, 各 j ∈ Zに対して ωj ∈ Ωであるとき, nは (ε, Ω)拘束であると言う
ことにする.

命題 7.1. n = (. . . , ni, . . .) ∈ ZZとする. ε = k−1, kは正整数とする. Ωは開区
間であるとする. a ∈ Rとする. すべての ω ∈ Ωに対して

Pω(a) > 2θ/k

であるとする. nは (k−1, Ω)拘束であるとする. ai = a + ni, Ji = [ai, ai+1]およ
びJ = (. . . , Ji, . . .)とする. このとき, どの J 極小配置もJ 自由であり, した
がって f の軌道に対応する.

証明. これは単に, 命題 6.1の前提が, どの j ∈ Zに対しても満たされているこ
とをチェックする問題である. sは一意の実数であって, φω(s−) < a < φω(s+)

を満たすとする. ただし, ω = ωj である. x
(j)
i = φω(s + sj + ωji−)およ

び x(j) = (. . . , x
(j)
i , . . .)とおく. このとき, j0 − Kj ≤ i ≤ j1 + Kj に対して

ai < x
(j)
i < ai+1である. なぜなら, 同じ範囲で ni < ωji + sj < ni + 1だからで

ある. Kjは ωjと kによって定義されているが, これはK = K(ω, a) が ωと k

によって命題 6.1で定義されている仕方と同じである. 命題 6.1において kに
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関する唯一の制限は k > 2θ/Pω(a)であった. これは前提より, εによって満た
される. �

命題 7.1の有利な点は, J 極小ならば J 自由であるという制限条件 J =

(. . . , Ji, . . .)を見つける問題を, ε拘束の双無限整数列を見つける純粋に数論的
な問題に帰着できることにある. 命題 7.1の限界は, それが準備する制限条件
J の類がわれわれの目的に十分近くないことである. この限界が命題 8.1を持
ち出す動機となった.

次に n ∈ ZZが ε拘束であるための十分条件について議論する. j < k ∈ Zに
対して, An[j, k] = A[j, k]はR内の開区間であって,端点は (nk−nj−1)/(k−j)

と (nk − nj + 1)/(k − j)であるとする. Bn[j, k] = B[j, k]は j ≤ j′ < k′ ≤ kに
対して, すべてのA[j′, k′]を表わすとする. だからB[j, k]は開区間または空集
合である.

補題 7.2. ω ∈ B[j, k]なら, s ∈ Rがあって,

ni < ωi + s < nj + 1 for j ≤ i ≤ k

を満たす.

証明. 明らかに, ω ∈ A[j′, k′] であるための必要十分条件は, 2つの開区間
(nj′ − j′ω, nj′ − j′ω +1)と (nk′ − k′ω, nk′ − k′ω +1)が空でない交わりを持つこ
とである. なぜなら, A[j′, k′]の端点は, [nj′, nj′ + 1]と [nk′, nk′ + 1]を結ぶ線分
の傾きの最小と最大だからである. したがって, ω ∈ B[j, k]という前提は, 区
間 (ni − iω, ni − iω + 1), j ≤ i ≤ kなる形の区間の任意の 2つが空でない交わ
りを持つことを意味する. したがって簡単にわかるように, これらの区間全体
(j ≤ i ≤ k)の族は空でない交わりを持つ. 交わりの中の点 sは補題の結論を満
たす. �

つぎに行なうことのために, ωおよび εへのKの依存性を明示的に指摘して
おこう. 定義を思い出す. p1/q1, p2/q2, . . . はωの連分数の近似列であるとする.

lは ql > ε−1 (論文では qlではなくて glとなっているが間違いであろう)なる最
小の整数であるとする. このような整数 lがなければKを定義しない. このよ
うな lがあるなら, K = K(ω) = K ′(ω, ε) = ql−1 + qlとおく.

補題 7.3. n ∈ ZZとする. このとき, nが ε拘束であるのは, 各 j ∈ Zに対して,

ω = ωjがあって, K(ω, a)が定義され,

ω ∈ Bn[j − K(ω, ε), j + K(ω, ε)]

が成り立つときである.
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証明. 補題 7.2および nが ε拘束であることの定義よりただちに出る. �

K(ω, ε)が定義されないのは, ωが有理数 p/qで q ≤ ε−1のときである. それ
以外の場合にはすべてK(ω, ε)が定義される.

K(ω, ε)のサイズは以下のようにして見積もる. F (ε−1)は,有理数 p/qのうち,

q ≤ ε−1なるものの集合であるとする. Δε(ω) = min{|qω − p| : p/q ∈ F (ε−1)}
とおく. すると,

1/2Δε(ω) ≤ K(ω, ε) ≤ 2/Δε(ω)

が成り立つ. またK(ω, ε)が定義されないための必要十分条件は Δε(ω) = 0で
ある. この見積もりは, ωの連分数展開の収束列 p1/q1, . . .に関する基本的事実
から出る. lはKを定義したときのものとすると,

1/2ql ≤ |ql−1ω − pl−1| ≤ 1/ql

が成り立つ. これは任意の実数 ωの連分数展開の相続く近似分数の間で成り
立つ. K(ω, ε)に関する上記見積もりは, K(ω, ε) = ql + ql−1およびΔε(ω) =

|ql−1ω − pl−1|であることからただちに出る.

M が実数のとき, F (M)は有理数のうち, その分母 (既約としたとき) がM

以下であるようなものすべての集合を表わすとする.

F (M) = {0, 1/1, 2/1, 3/1, . . . ; 1/2, 2/2, 3/2, . . . ; 1/3, 2/3, 3/3, . . . ;

. . . ; 1/M, 2/M, 3/M, . . .}

F (M)の補集合の成分のひとつを高さM の開ファーレイ区間とよぶことにす
る. これは初等数論の「ファーレイ級数」の概念との類比である. このよう
な区間の閉包を高さM の閉ファーレイ区間とよぶ. n = (. . . , ni, . . .)が ε拘
束の双無限整数列であるとき, 高さ ε−1の開ファーレイ区間 (p/q, p′/q′)が nに
ともなうファーレイ区間と言われるのは, An[j, k]がすべての j < kに対して
(p/q, p′/q′)と交わるときである. 簡単にわかるように, どの ε拘束双無限整数
列もそれにともなう (高さ ε−1の) 一意のファーレイ区間を持つ. しかし, この
結果は必要ないので証明しない.

必要なのはその逆である. すなわち, 高さ ε−1のファーレイ区間内にいる限
り, ε拘束列を構成して回転数の任意の列を達成できることである. この目的
のために, 高さ ε−1 のファーレイ区間 (p/q, p′/q′)および (p/q, p′/q′)の閉部分区
間 Ωを考える. K(ω, ε)に関する上記の見積もりからすると, ω ∈ Ωに対して,

K(ω, ε) ≤ KなるKが存在する. ε拘束列 n = (. . . , ni, . . .)の単純な例として,

ni = [λi]の形のものが得られる ([·]はガウス記号). ただし,

λi+1 − λi = rj, jK ≤ i < (j + 1)K
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であり (rの添字は正しいのだろうか?), rjはΩ内の, 分母が 2K以下の有理数
であり, [rj, rj+1]は, 各 jに対して高さ 2Kのファーレイ区間である. この場合,

jK ≤ i < (j + 1)Kに対してωi = rjとして補題 7.3を適用できる. したがって
nは ε拘束である.

さて, 定理 4.1と 4.2の弱い版を述べることができる. このことからすると,

命題 6.1を使っただけで定理 4.1と 4.2の証明にどれほど近づいたかがわかり,

命題 8.1への動機ともなる.

命題 7.4と 7.5において, a ∈ R, P > 0および開区間 Ω ∈ Rを考える. kは
2θ/P より大きな最小の整数とし, Ω内のどの有理数 p/qに対しても q > kが成
り立つとする. どの ω ∈ Ωに対しても Pω(a) > P であるとする.

命題 7.4. ω−, ω+ ∈ Ωを考える. f 軌道Oがあって, Mf,ω− に α漸近, かつ
Mf ,ωに ω漸近である.

命題 7.5. ωi ∈ Ωと εi > 0 をどの整数に対しても考える. f 軌道 O =

(. . . , (θi, yi), . . .)と整数の増大列 (. . . , ji, . . .)があって, どの i ∈ Zに対しても,

dist((θj(i), yj(i)), Mf,ω(i)) < ε

が成り立つ.

証明. ω∗ ∈ Ωおよび ε∗ > 0とする. x∗ = (. . . , x∗
i , . . .)は回転記号 ω∗の極小配

置であるとする. a∗
i は, a∗

i − aiが整数であって, xi ∈ (a∗
i , a

∗
i + 1)なる一意の数

であるとする. 制限条件 J = (. . . , Ji, . . .)を考える. ただし, 整数のある範囲
i∗− ≤ i ≤ i∗+の上で Ji = [a∗

i , a
∗
i + 1] であるとする. どの J 極小配置も自由で

あるとする. O = (. . . , (θi, yi), . . .)はJ 極小配置に対応する f 軌道であるとす
る. 10節において, われわれは以下のことを示す. すなわち, 数K∗があって,

i∗− − K∗ ≤ i ≤ i∗+ + K∗に対して dist((θi, yi) : Mf,ω∗) < ε∗を満たす. この数は
f, ω∗および ε∗には依存するが, i∗−, i∗+には依らない.

だから命題 7.4と 7.5は, ある種の性質を持つ制限条件を構成することに帰
着する. 命題 7.1より, このことは, ある種の (k−1, Ω)拘束の双無限整数列を構
成することに帰着する. この型のうまい列を作るには, 命題 7.4と 7.5の陳述に
先行する議論を行なえばよい. �

8. 半J 自由配置ふたたび

命題 7.4および 7.5において, 回転数が区間 Ω内にある軌道に近づく軌道を
どのように構成するかを示した. これらの結果には制限がある. それは, 区間
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Ωが任意の有理数 p/qで q ≤ 2θ/P なるものを含むことができないことである.

ただし, P = supa∈R infω∈Ω{Pω(a)}. Ωがこのように小さな分母の有理数を含
むなら, 命題 7.4と 7.5は適用できない. これら 2つの命題は命題 6.1から導か
れたものであり, 後者もこのような状況では適用できない.

本節では, 命題 6.1に似たものを述べて証明する. それによって, この困難を
克服する.

p/qを有理数とし, 既約であって q ≥ 0であるとする. 本節では, あらっぽく
言って, 以下のようなことを示す. すなわち, 軌道切片を構築する. その切片は,

はじめは回転数 p/qより少し小さな (または, 少し大きな)極小軌道に「従い」,

次に回転記号 p/q− (または p/q+)の極小軌道に従い, 最後に, 回転数 p/qより
少し大きな (または, 少し小さな)極小軌道に従う. 「従う」の意味は命題 8.1

の陳述に含まれる. この命題は命題 6.1と似たものである. ここで,「従う」は
発見的な意味でのみ使う. というのは, 精密な定義にを与えるときには使えな
いからである. 同様に, 命題 6.1が用意するのは, 無理数回転数または大きな分
母の有理数回転数の極小軌道に従う軌道である, と言える.

本節で考えている問題を, p/q = 0の場合へ次のようにして帰着できる. すな
わち, F (x, y) = f q(x, y) − (p, 0)とおく. (. . . , (xi, yi), . . .)が f の軌道なら, 任
意の j ∈ Z に対して, (. . . , (xqi+j − pi, yqi+j), . . .)は F の軌道であり, 各 j ∈ Z

に対して, これは f の軌道と F の軌道の間に 1:1対応を築く. このような対応
のどれひとつの下でも, 回転数 p/qの f の軌道は回転数 0の F の軌道に対応
する.

F の軌道は本論文の枠組で考察可能である. なぜなら, F に対する変分原理
Hがあって, 条件 (H)を満たすからである. すなわち, ∗は 1節で議論した「接
合作用素」を表わすとする. h∗2 = h ∗ hおよび h∗(n+1) = h∗n ∗ hとおく.

H(x, x′) = H∗q(x, x′ − p) − C

とおく. ここで, 定数Cは

C = min
x∈R

h∗q(x, x − p)

で与えられる. 1節では [16]の結果を概観した. それによれば, H は F の変分
原理である. 事実, F の変分原理は任意定数を加える不定性を除いて一意に定
義される. (ただし, この一意性は証明していない. これを使わない) ここで, 任
意定数をきちんと選んで,

(8.1) min
x∈R

H(x, x) = 0
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が成り立つようにする. 任意定数を選んでH がこの方程式を満たすようにす
ると, 命題 8.1を証明するのに, 多いに記法が簡便になる.

命題 8.1を述べる前に, 以下のような事実と記法を思い出そう. Mf,p/q =

MF,0 ⊂ R2は f の極小軌道のうち, (p, q)型の周期軌道すべての和である. こ
れは F の不動点の集合でもある. π : R2 → Rは第一成分への射影であるとし
たとき, π|MF,0 : MF,0 → Rは properかつ injectiveである. とくに, π(MF,0)

は Rの閉集合である. 上添字を使って hへの Peierlsの障壁の依存性をはっ
きり示せば, P h

p/q(±) = P H
0(±) が成り立つ. (. . . , xi, . . .) が hの極小配置なら,

(. . . , xqi+j − pi, . . .)はHの極小配置である. 各 j ∈ Zに対して, hの極小配置
とHの極小配置の間に 1:1対応を設定する.

命題 8.1. (c, c′)はπ(MF,0)の補区間であるとする. a, b ∈ (c, c′)とし, P H
0−(a) > 0

かつ P H
0+(a) > 0 とする. このとき, 非負整数K−, K+, K, L0

−, L0
+があって, 以

下が成り立つ. すなわち, L−, L+, l−, l+, i−, i0, i+ は整数であって, L− ≥ L0
i ,

L+ ≥ L0
+, l− ≥ 1, l+ ≥ 1, i− < i0 < i+, i0 − i− > K−, i+ − i0 > K+, および

i+ − i− > K + K− + K+を満たすとする.

J = (. . . , Ji, . . .)は束縛 (constraint)であって, Jiは i− − L−l− − 1 ≤ i ≤
i+ + L+l+に対して以下の 2つの仕方のどちらかで定義されているとする.

Ji = [α + β − 1, α + β] (resp. [b − β, b − β + 1]),

if i− − L−β ≤ i < i− − L−β + L− and 1 ≤ β ≤ l−
or β = l− + 1 and i = i− − L−l− − 1,

Ji = [c, a] (resp. [b, c′]), if i− ≤ i < i0,

Ji = [c, b] (resp. [a, c′]), if i0 ≤ i < i+,

Ji = [b + β − 1, b + β] (resp. [a − β, a − β + 1]),

if i+ − L+β − L+ ≤ i < i+ − L+β and 1 ≤ β ≤ l+
or β = l+ + 1 and i = i+ + L+β

どちらの場合でも, H の J 極小配置 ξ = (. . . , ξi, . . .) は i− − L−l− + 1 ≤ i <

i+ + L+l+ − 1に対して, ξi ∈ intJiなる条件を満たす.

正整数K−, K+, K, L0
−および L0

+は θ, P+
0+(b), P H

0−(a)および関数H のみに
依存する. これらの数の決め方 (複雑である) は証明の中で行なう.

証明において, 公式

(8.2)
k−1∑
i=j

H(xi, xi+1) =
k−1∑
i=j

H(xi, xi) +
∫ xk

xj

∂2H(y, y+)dy +
k−1∑
i=j

μH(Δi),
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を繰り返し利用する. ここで, Δiは三角形

{(y, z) : xi ≤ y ≤ z ≤ xi+1} or {(y, z) : xi+1 ≤ z ≤ y ≤ xi}

である. xiの方が xi+1より大きい場合と小さい場合で使い分ける. μHはR2上
の一意のボレル測度であって, 任意の x < ξおよび x′ < ξ′に対して

μH([x, ξ] × [x′, ξ′]) = H(ξ, x′) + H(x, ξ′) − H(x, x′) − H(ξ, ξ′)

を満たす. μHの存在と一意性は [17, §3]の補題の内容である. また, ∂2H(y, y+)

は第二変数に関するH の片側第一偏微分である. ∂2H(y, y−)も公式 (8.1)に
おいて同様に使うことができる. というのは, ∂2H(y, y+)は高々可算個の点で
∂2H(y, y−) と違うだけだからである. 式 (8.2)は初等的に導ける. それは [17,

3.4]でやっている. 式 (8.2)は実数の任意列 (xj , . . . , xk)に対して成り立つ.

命題 8.1の証明は Ji = [c, a]の場合のみ行なう. i− ≤ i < i0その他として. 他
の場合が同様に証明できるのは明らかである.

証明は一連の補題に基づく.

補題 a. îは i− ≤ i < i+を満たし, ξiが極小になるような iの値であるとする.

このとき, 列 (ξi)は i− − L−l− + L− − 1 ≤ i ≤ îに対して弱く単調減少であり,

î ≤ i ≤ i+ + L+l+ − L+に対して弱く単調増大である.

証明. これらの列のうちひとつが弱く単調でないなら, 添字を並べ替えて単調
にできる. これは端の項をいじることなくできる. 新しい列はJ 配置の切片の
はずである. しかし, 式 (8.2)によれば,

∑
H(ξi, ξi+1)を適当な範囲で和を取る

と, もとの列に比べて新しい列では和が小さいはずである. これは元の列がJ
極小配置であったという仮定に矛盾する. �

L0
− = 2[ε−1

− ] + 1とおく. ただし, ε−は方程式 2ε− + ε2
− = P H

0 (a)/8θの一意の
正の解である.

補題 b. L− ≥ L0
−なら, i = i− − L−β − 1または i = i− − L−βであって βが

1 ≤ β ≤ l− − 1のとき, ξi �= a + βである.

証明. そうでないことを仮定し, 以下のことを示そう. すなわち, 列 ηiがあり,

iは i− −L−β −L− − 1から i− −L−β + L−まで走り, ηi = ξiが端点の添字 (つ
まり, i = i− − L−β − L− − 1または i = i− − L−β + L−)のひとつで成り立ち,

ηi ∈ Jiであり, ∑
H(ηi, ηi+1) <

∑
H(ξi, ξi+1)
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が成り立つ. ここで,和は添字の範囲は i−−L−β−L−−1 ≤ i ≤ i−−L−β+L−−1

で取る. このような列 ηiの存在は列 xiiの極小性に矛盾する. この矛盾により,

i = i− − L−β − 1または i = i− − L−β のとき ξi �= a + βであることがわかる.

この不等式を得るための第一ステップは
∑

H(ξi, ξi+1)の下界を得ることであ
る. この下界を記述するために, たくさんの記法が必要である. それを以下で
導入しよう.

i = i− − L−β + L−に対して v− = ξiとおき, i = i− − L−β − L− − 1に対
して v+ = ξiとおく (だから v− < a + β − 1 < a + β + 1 < v+である). W

は x ∈ [a + β − 1, a + β]の集合であって, H(x, x) = 0を満たすとする. (H の
定義により, minx∈R H(x, x) = 0が成り立つ.) R\W の各有界成分に対して,

xJ = (. . . , xJ
i , . . .)は回転記号 0−の (H の)極小配置であって, 全体が区間 J

に含まれるものとする. Aubry理論 (2節で議論した) により, このような配
置は存在し, i → −∞のとき xJ

i → J+ を満たし, i → +∞のとき xJ
i → J−

を満たす. ただし, J = (J−, J+)である. J が与えられたとき, このような配
置が 2つ以上あるかもしれない. けれども, 各 J に対してひとつだけそのよ
うな配置 (. . . , xJ

i , . . .)を選ぶ. w−と w+ をW の最小および最大要素とする.

v− < a + β − 1 < w− < a + β < w+ < a + β + 1 < v+であることに注意す
る. (x−

i )i≤0は次の条件を満たす配置であるとする. すなわち, (a) x−
0 = v−; (b)

i ≤ −1に対して x−
i ∈ [a+β− 1, a+β]; (c) i → −∞のとき x−

i → w−. さらに,

(. . . , x−
i , . . . , x−

0 ) は上記 3条件を満たして (H の)極小配置であると仮定する.

同様に, (x+
i )i≥0は次の条件を満たす配置であるとする. すなわち, (a) x+

0 = v+;

(b) i ≥ −1に対して x−
i ∈ [a + β, a + β + 1]; (c) i → +∞のとき x+

i → w+. さ
らに, (. . . , x+

0 , . . . , x+
i ) は上記 3条件を満たして (Hの)極小配置であると仮定

する.

R\W の各有界成分 J に対して, DJ =
∑∞

i=−∞ H(xJ
i , xJ

i+1)とおく. D+ =∑∞
i=0 H(x+

i , x+
i+1)およびD− =

∑−1
−∞ H(x−

i , x−
i+1)とおく. 式 (8.1)と (8.2)およ

びこれらの配置が (Hに対して, また x−および x+の場合に適当な境界条件に
対して)極小であることより, これらの和が絶対収束であって

DJ ≥
∫

J
∂2H(y, y+)dy,

D+ ≥
∫ v+

w+

∂2H(y, y+)dy,

D− ≥
∫ w−

v−
∂2H(y, y+)dy,

が満たされる. ここで, 式 (8.2)の第一と第三の和の中の量が非負であることを
利用した.

D = D− +
∑

J DJ + D+とおく. ここで, R内のW の補集合の有界成分 Jの
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すべてにわたって和を取る. この和は式 (8.2)より, やはり絶対収束である. そ
の上, 配置 x−, x+, および xJ の極小性および式 (8.1), (8.2)より,

D <
n−1∑
i=m

H(ζi, ζi+1)

が任意の列 ζm, . . . , ζnに対して成り立つ. ただし, 端の項は ζm = v+, ζn = v−
を満たし, m < i < nに対しては ζi ∈ [a + β − 1, a + β + 1]を満たす. その上,

ζi = a + βがmと nの間の iで満たされるなら

D + P H
0−(a) <

n−1∑
i=m

H(ζi, ζi+1)

が成り立つ. これは, 配置 x−, x+, および xJ の極小性および式 (8.1), (8.2), お
よび v+ > a + β + 1かつ v− < a + β − 1 であることから出る. とくに,

D + P H
0−(a) <

n−1∑
i=m

H(ξi, ξi+1)

が成り立つ. ここで和は i− −L−β −L− − 1 ≤ i ≤ i− −L−β + L− − 1にわたっ
て取る. これで第一段階が完了した.

列 ηi の構築を始めよう. 端の添字 (すなわち, i = i− − L−β − L− − 1と
i = i− − L−β + L−) として ηi = ξiとおく. ηiは単調非増加列であって,

V = W ∪
⋃
J

{xJ
i }i∈Z ∪ {x−

i }i≤0 ∪ {x+
i }i≥0,

の部分集合として選ぶ. ここで JはR\W の全有界成分の上を走る. このとき,

式 (8.2)より,

D <
∑

H(ηi, ηi+1) < D + ΔD,

が成り立つ. ただし,

ΔD =
∑
E

μH(Δi),

である. Δiは三角形 {(y, z) : ηi+1 ≤ z ≤ y ≤ ηi}であり, 和は i−−L−β −L− −
1 ≤ i ≤ i− −L−β + L−を満た, しかも開区間 ηi+1, ηiが V の要素を含むような
iの集合E上で取る.

だから, 問題は列 ηiを選んでΔD < P H
0−(a)となるようにすることである. こ

のために, [17]の不等式 (3.2)を使う. すなわち, 実数 x < ξに対する

(8.3) μH([x, ξ]2) ≤ (ξ − x)ν2
H(x, ξ)
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である. ここで, ν2
H はR上の一意のボレル測度であって

ν2
H(y, z] = θ(z − y) + ∂2h(y, y+)− ∂2h(z, z+)

を満たす. (ν1
H に関係する対応する不等式を使うことも可能である.) 任意の

x ∈ Rに対して ν2
H(x, x + 1] = θなる事実も使う.

V ∩ [a + β − 1, a + β]も V ∩ [a + β, a + β + 1]もこれらの区間の閉部分集合
であって, どちらも a + βを含まない. というのは, P H

0+(a + β) = P H
0+(a) > 0

だからである. これらの集合の部分集合 V−と V+を以下のように作る. v1は
V ∩ [a + β − 1, a + β]の最小数とする. i > 1として viを以下のように定義す
る. V ∩ [a + β − 1, a + β]内に x > vi−1が存在して μH([vi−1, x]2) ≤ ε2

−θなら,

このような xの最大のものを viとする. (量 ε−は補題 bの陳述の直前に定義し
ておいた.) このような xが存在しないなら, 2つ可能性がある. x > vi−1なる
x ∈ V ∩[a+β−1, a+β]があって,そのようなxの最小値がμH([vi−1, x]2) > ε2

−θ

を満たすか, あるいは, vi−1は x ∈ V ∩ [a + β − 1, a + β] の最大要素である. 前
者の場合, viは x > vi−1なる最小の x ∈ V ∩ [a+β − 1, a+β]とする. 後者の場
合, プロセスを終了させ, V−を集合 {v1, . . . , vi−1}と定義する. [a+β, a+β +1]

の部分集合 V+も同様に定義する.

eは V−内の要素の数であるとする. だから V− = {v1, . . . , ve} である. 式
(8.3)と列 v1, . . . , veの構成法より,

(v2i+1 − v2i−1)(ν
2
H(v2i−1, v2i+1]/θ) ≥ μH([v2i−1, v2i+1]

2)/θ > ε2
−

である. したがって,

(v2i+1 − v2i−1 + ν2
H(v2i−1, v2i+1]/θ)

2 ≥ 4(v2i+1 − v2i)(ν
2
H(v2i−1, v2i+1]/θ) > 4ε2

−.

だから,

(v2i+1 − v2i−1) + ν2
H(v2i−1, v2i+1]/θ) > 2ε−.

が成り立つ. どの x ∈ Rに対しても ν2
H(x, x + 1] = θ であり, v1 < · · · < ve <

v1 + 1であるから, 最後の不等式より, V− 内の要素の数 eは ≤ 2[ε−1
− ] + 1 =

L0
− < L− である. 同様に, V+は高々L−個の要素を持つ.

x−は [a+β−1, a+β]の要素であって, H(x−, x−) = 0を満たすとする. x+は
[a+β, a+β+1]の要素であって, H(x+, x+) = 0を満たすとする. x− (またはx+)

はV− (またはV+)の最小と最大要素の間にある. というのは, V ∩[a+β−1, a+β]

(または V ∩ [a+β, a+β +1]) には最小要素と最大要素があり, x− (または x+)

はこの集合の要素だからである.

さて, 列 ηiの構築を完成させよう. i− −L−β −L− ≤ i < i− −L−βに対して
ηiを V+のメンバーとする. それぞれ一度だけ生じる (?) 加えて, x+はこの列
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の中に好きな回数だけ生じる. これは列内の要素の数が L−に属することを要
請して (???) 同様に, i− −L−β ≤ i < i− −L−β + L+に対して, ηiは V−のメン
バーとし, それぞれ一度だけ生じるとする. 加えて, x−はこの列内に好きな回
数だけ生じる. これは列内の要素の数が L−に属することを要請して (???) こ
れらの要素は単調非増加順序に現われる (?).

ΔD =
∑

E μH(Δi) < 2(2[ε−1
− ] + 1)ε2

−θ ≤ P H
0−(a)/4が成り立つ. 最後の不等

式は ε−の定義から出る. 最初の不等式は以下の事実からの帰結である. すな
わち, Eが高々V− ∪V+と同じ数, 2(2[ε−1

− ] + 1)の要素を持つこと, および i ∈ E

が μH([ηi+1, ηi]) ≤ ε2
−θが出ることである. というのは, μH([ηi+1, ηi]) ≤ ε2

−θな
ら, 開区間 (ηi+1, ηi)は V の要素をひとつも含まないからである. これは V−と
V+の定義から出る.

だから
∑

H(ηi, ηi+1) <
∑

H(ξi, ξi+1)となり, 望み通り矛盾に至った. �

L0
+ = 2[ε−1

+ ] + 1とおく. ただし, ε+は方程式 2ε+ + ε2
+ = P H

0+(b)/8θ の一意
の正の解である.

補題 c. L+ ≥ L0
+なら, ξi �= b + βが, i = i+ + L+β − 1 または i = i+ + L+β

および 1 ≤ β ≤ l+ − 1のときに成り立つ.

証明. 補題 bの証明と同じである. �

補題 d. 関数H(x, x)は極小値を区間 [ξ̂
i
, min(a.b)]において x = ξ̂

i
のときに

取る.

証明. ある ξî < x ≤ min(a, b)に対してH(x, x) ≤ H(ξî, ξî)であるとする. 補題
a と式 (8.2)より ∑

H(ηi, ηi+1) <
∑

H(ξi, ξi+1)

が出る. ここで, 和は添字の範囲 i− ≤ i ≤ i+ − 2で取る. ところがこれは ξが
極小であるという仮定に矛盾する. �

次のようにおく.

δ = (min{H(x, x) : x ∈ Iab}/2|b − a|ν2
H(Iab))

1/2

ただし, Iabは端点を a, bとする閉区間である. a < bの場合, K− = 1および
K+ = [2δ−1 + 1]とおく. b < aの場合, K+ = 1およびK− = [2δ−1 + 1]とおく.

補題 e. H(ξ̂i, ξ̂i) ≤ min{H(x, x) : x ∈ Iab}/2であって, i− < j < i+, j −
i− ≥ K−, かつ i+ − j > K+ であるなら, ξj < min(a.b) である. とくに,

max(ξi(0)−1, ξi(0)) < min(a, b)である.
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証明. 最後の陳述は最初のものから言える. これは定理 8.1の前提 i0− i− > K−
および i+ − i0 > K+を考慮すればよい.

まず, 最初の陳述を証明する. 仮定により, i− ≤ i < i0に対して ξi ≤ aであ
り, i0 ≤ i < i+に対して ξi ≤ bである. 補題 aより, ξiは, iが i−から îまで走る
とき弱単調減少であり, iが îから i+まで走るとき弱単調増大である. その上,

H(ξî, ξî) ≤ min{H(x, x) : x ∈ Iab}/2 という仮定により, ξî < min(a, b)である.

min{H(x, x) : x ∈ Iab} > 0である. というのは, a, bはどちらも π(MF,0)の同
じ補区間 (c, c′)に属するからであり, π(MF,0) = {x : H(x, x) = 0}が式 (8.1)よ
り成り立つからである.

i− < îなら ξi−+1 < ξi− である. というのは, そうでないとすると, 補題 aよ
り, ξi−+1 = ξi− となり, 式 (8.2)と補題 dからすると, 列 ξi−, . . . , ξî から ξI−+1

を削除し, その列の最後に ξîをつなげることにより,
∑î−1

i=i− を減少させること
ができてしまう. 同様に, î < i+ − 1なら ξi+−2 < ξi+−1である.

a < bの場合を考える. j − i− ≥ K− = 1であるから, j > i−が成り立つ. だ
から, î ≥ jなら, ξj ≤ ξi−+1 < ξi− ≤ aが成り立つ. だから, この場合に補題を
証明するには, 部分ケース j > îを考えるだけで十分であり, ξj < aを証明すれ
ばよい.

指数 iが j ≤ i < i+ − 2を満たし, a ≤ ξiの場合を考える. 式 (8.2)より,

H(ξi, ξi+1) + H(ξi+1, ξi+2) − H(ξi, ξi+2) ≥ H(ξi+1, ξi+1) − μH(Δ)

が成り立つ. ただし, Δ = {(y, z) : ξi ≤ y ≤ z ≤ ξi+2}である. 不等式 (8.3)

より,

μH(Δ) ≤ (ξi+2 − ξi)ν
2
H(ξi, ξi+2)

が成り立つ. ここで, ξi+1を列 ξî, . . . , ξi+−1から削除し, 列の先頭に ξîの second

instanceを繋げることの効果を考察する. 式 (8.2), および不等式H(ξî, ξî) ≤
min{H(x, x) : x ∈ Iab}/2 と上記の最後の 2つの不等式からすると, この操
作により, 和

∑i+−2

i=î
H(ξi, ξi+1)は減少する. ただし, (ξi+2 − ξi)ν

2
H(ξi, ξi+2) <

min{H(x, x) : x ∈ Iab}/2とする. よって, ξの極小性より,

(ξi+2 − ξi)ν
2
H(ξi, ξi+2) ≥ min{H(x, x) : x ∈ Iab}/2,

が結論できる. ここで, i0 ≤ i < i+ − 2および a ≤ ξi である. したがって,(
ξi+2 − ξi

b − a
+

ν2
H(ξI , ξi+2)

ν2
H(a, b)

)2

≥ 2 min{H(x, x) : x ∈ Iab}
(b − a)ν2

H(a, b)

である. したがって,∑(
ξi+2 − ξi

b − a
+

ν2
H(ξI , ξi+2)

ν2
H(a, b)

)
≥ 2eδ
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が成り立つ. ただし, eは和の中の項数である. したがって, e > δ−1なら∑
ξi+2 − ξi > b − a or

∑
ν2

H(ξi, ξi+2) > ν2
H(a, b)

が成り立つ. ξj ≤ . . . ≤ ξi+−1 ≤ bであることを考慮すると, i+−1−j > 2delta−1

なら ξj < aであることがわかる.

これが a < bの場合に要請された結果である. b < aの場合も同じように扱
うことができる. �

補題 f. (i+ − i−)H(ξ̂
i
, ξ̂

i
) ≤ 2θ.

証明. i = i− − 1および i = i+のときに ηi = ξi であるとし, i− ≤ i ≤ i+ − 1の
とき ηi = cとおく. このとき

0 ≤
i+∑
i−

(H(ηi−1, ηi) − H(ξi−1, ξi)) ≤ 2θ − (i+ − i−)H(ξ̂
i
, ξ̂

i
)

である. 最初の不等式は列 ξi が J 極小であるという仮定の帰結である. 第
二の不等式は式 (8.2), 補題 dおよび不等式 (8.3)と, 任意の x ∈ Rに対して
ν2

H(x, x + 1] = θという事実からでる.

補題 g. どの ε > 0に対しても, 正整数Kがあって, i+ − i− > K + K+ + K−
なら μH((c, ξ̂

i
)2) < εである.

証明. y ↓ cのとき μH(c, y)2 → 0 であるから, どの δ > 0に対しても正整数
K が存在して, i+ − i− > K + K+ + K−ばらば ξî − c < δが成り立つことを
証明すれば十分である. その上, H(c, c) = 0, また c < yc′のときH(y, y) > 0

であってH は連続であるから, どの η > 0に対しても正整数K が存在して,

i+ − i− > K + K+ + K−ばらばH(ξî, ξî) < ηが成り立つことを証明すれば十
分である. これは補題 fから出る. �

KはH, c, a, および bに依存することに注意する. これは次のふたつの補題
でも同じである.

補題 h. 正整数Kがあって, i+ − i− > K + K+ + K−なら, ξj �= aが j = i−ま
たは j = i− − 1のときに成り立つ.

証明. まず j = i− − 1の場合を考える. Aubry理論により, 回転記号 0−の極小
配置 (. . . , ηi, . . .)があって, i → −∞のとき ηi → c′かつ i → ∞のとき ηib → c

を満たす. ηi− < a < ηi−−1となるように添字を選ぶことができる.

このとき j = i−−L−−1または j = i+のとき ηj < ξiである. これは, ξがJ
配置であることによる. したがって, j = i−−L−−1 ≤ j ≤ i+のとき ηj < ξj で
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ある. これはAubryの項さ補題を普通に変形して, 配置のひとつが極小であり,

もうひとつがJ 極小である場合に適用すればよい. とくに a < ηi−−1 < ξi− − 1

である.

次にもっと困難な場合 j = i−を考える. ξi− = aと仮定し, 矛盾を導く. すな
わち, 列 ηiで, 添字 iが i− − L− − 1から i+ + L+まで走るものがあって, iが
端点のひとつのとき (つまり, i = i− −L− − 1または i = i+ + L+) ηi = ξiであ
り, ηi ∈ Jiであり, また∑

H(ηi, ηi+1) <
∑

H(ξi, ξi+1)

を満たす. ここで和は両方共添字の範囲 i− − L− − 1 ≤ i ≤ i+ + L+を動く.

この不等式を証明するための最初のステップは,
∑

H(ξi, ξi+1) の下界を得る
ことである. このために次のような記法が必要である.

i = i− −L− − 1のとき v− = ξiとおき, i = i+ + L+のとき v+ = ξiとおく. A

は式H(x, x) = 0を満たす x ∈ R\Aの集合とする. R\Aの各有界成分に対し,

xJ
− = (. . . , xJ

i−, . . .)と xJ
+ = (. . . , xJ

i+
, . . .)はそれぞれ回転記号 0−と 0+の (H

の)極小配置であって, 区間 J に完全に含まれるものとする. w− (または w+)

は [c, a + 1] ∩ A (または [c, b + 1] ∩ A) の最大要素とする. w− < a + 1 ≤ v−お
よび w+ < b + 1 ≤ v+ に注意する. x− = (x−

i )i≥0は配置であって, 次の条件を
満たすとする. (a) x−

0 = v−, (b) i ≥ 1のとき x−
i ∈ [c, a + 1], (c) i → +∞のと

き x−
i → w−. 加えて, これらの 3つの条件を満たす配置の集合の中で, x−は極

小であるとする. x+ = (x+
i )i≤0は配置であって, 次の条件を満たすとする. (a)

x+
0 = v+, (b) i ≥ 1のとき x+

i ∈ [c, b + 1], (c) i → −∞のとき x+
i → w+. 加え

て, これらの 3つの条件を満たす配置の集合の中で, x+は極小であるとする.

R\Aの各 J に対して, DJ± =
∑∞

i=−∞ H(xJ
i±, xi+1±)J とおく. 次のように

おく.

D− =
∞∑
i=0

H(x−
i , x−

i+1) +
∑
J

DJ−,

ここで J は [c, a + 1]に含まれるR\Aの成分すべての上を動く. また次のよう
におく.

D+ =
−1∑

i=−∞
H(x+

i , x+
i+1) +

∑
J

DJ+,

ここで J は [c, b + 1]に含まれるR\Aの成分すべての上を動く. 補題 bの証明
と同じ論拠で, 式 (8.1), (8.2)および xJ

±oto x±の極小性より, これらの和がす
べて絶対収束であることが出る.
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D = D+ + D−とする. (8.2)より,

i++L+∑
i−−L−

H(ξi−1, ξi) > D − μH((c, ξ̂
i
)2)

が出る. その上, ξi− = aという仮定により, もっと多くのことが言える. すな
わち,

i++L+∑
i−−L−

H(ξi−1, ξi) > D + P H
0−(a) − μH((c, ξ̂

i
)2)

が成り立つ. これで第一ステップが完了した. これが要請された
∑

H(ξi, xii+1)

の下界である.

さて列 ηiの構築を始めよう. i = i− −L− − 1, . . . , i− + L− − 1に対して ηiを
選んで単調非増大列であって

V− = (A ∩ [c, a + 1]) ∪ {x−
i }i≥0 ∪

⋃
J

{xJ
i−}i∈Z

の部分集合となるように選ぶ. ここで, J は [c, a + 1]内のR\Aの成分の上を
すべて動く. この列の最初のメンバーを v−とし, 最後のメンバーを cとする.

i = i+ − L−, . . . , i+ + L+に対して ηiを選んで単調非減少列であって

V+ = (A ∩ [c, b + 1]) ∪ {x+
i }i≤0 ∪

⋃
J

{xJ
i+}i∈Z

の部分集合となるように選ぶ. ここで, J は [c, b + 1]内の R\Aの成分の上
をすべて動く. この列の最初のメンバーを cとし, 最後のメンバーを v+とす
る. K を十分大きく選んで, 命題 8.1の仮説 i+ − i− > K− + K+ + K から
i− + L− − 1 ≤ i+ − L−が出るようにする. i− + L− − 1 ≤ i ≤ i+ − L−に対し
て ηi = cとおく.

次が成り立つ.

D ≤
∑

H(ηi, ηi+1) < D + ΔD.

ここで,

ΔD =
∑
E

μH(Δi)

であり, Δi は ηi+1 < ηi のとき三角形 {(y, z) : ηi+1 ≤ z ≤ y ≤ ηi}であり,

ηi < ηi+1のとき三角形 {(y, z) : ηi ≤ y ≤ z ≤ ηi+1}である. 和は, E = E−∪E+

の上で取る. ただし, E− は i− − L− − 1 ≤ i < i− + L− − 1を満たす iの
集合であって, 開区間 (ηi+1, ηi)が V− の要素を含むようなものであり, E− は
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i+ − L− ≤ i < i+ + L+を満たす iの集合であって, 開区間 (ηi, ηi+1)が V+の要
素を含むようなものである
こうして, われわれの問題は列 ηiを選んでΔD ≤ P H

0−(a) − μH((c, ξî)
2)を満

たすようにすることである. もちろん, これはされあに要請 ηi ∈ Jiを満たすべ
きである.

この列を, 補題 bの対応する列を選んだときと同じようにする. (記号 V, ηi,

その他は補題 bの証明のものとは意味が違うことに注意する.) だから, V− ∩
[a, a+1]の部分集合V1, V−∩[c, a]の部分集合V2, V+∩[c, b]の部分集合V3,および
V+∩[b, b+1]の部分集合V4を選ぶのに,補題bの証明においてV ∩[a+β−1, a+β]

と V ∩ [a + β, a + β + 1]の部分集合 V−と V+を選んだときと同じようにする.

補題 bの証明で使った議論によれば, これら部分集合のそれぞれは L−未満の
要素を持つ. x− (または x+)を [a, a + 1] (または [b.b + 1])の要素であって
H(x−, x−) = 0 (またはH(x+, x+) = 0)なるものとする. 補題 bの証明の場合
と同じ理由により, x− (または x+) は V1 (または V4)の最小と最大の要素の間
にある.

さて,列 ηiの構成を完成させる. i−−L− ≤ i−に対して, ηiはV1の要素であっ
て, それぞれ 1回だけ生じるとする. 加えて, x−はこの列の中で, 列がL−にな
るために好きなだけの回数現われるとする (?). i− ≤ i− +L−に対して, ηiは V2

の要素であって, それぞれ 1回だけ生じるとする. 加えて, cはこの列の終りに,

列が L−になるために好きなだけの回数現われるとする (?). i+ − L− ≤ i+に
対して, ηiは V3の要素であって, それぞれ 1回だけ生じるとする. 加えて, cは
この列の始めに, 列が L−になるために好きなだけの回数現われるとする (?).

i+ ≤ i+ + L+に対して, ηiは V4の要素であって, それぞれ 1回だけ生じるとす
る. 加えて, x+はこの列の中に, 列が L−になるために好きなだけの回数現わ
れるとする (?).

補題 bの証明とまったく同じように,

ΔD ≤
∑
E

μH(Δi) < 4(2[ε−1
− ] + 1)ε2

−θ < P H
0−(a)/2

が成り立つ. だから補題 gより,
∑

H(ηi, ηi+1) <
∑

H(ξi, ξi+1)がKが十分大き
く選ばれているとして成り立つ. だから μH((c, ξ)2) < P H

0−(a)/2である. �

補題 i. 正整数Kがあって, i+ − i− > K + K+ + K−なら ξj �= bが j = i+また
は i+ − 1のときに成り立つ.

証明. 補題 hと同じである. �

補題 j. ξi < a + l−が i = i− − L−l− + 1のときに成り立ち, ξi < b + l+ が
i = i+ + L+l+ − 2のときに成り立つ.
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証明. i = i−−L−l−+1の場合を考える. このときξi−1 ∈ Ji−1 = [a+l−−1, a+l−]

であるから, ξi < ξi−1 ≤ a + l−である. x ∈ (a + l− − 1, a + l−) はH(x, x) = 0

を満たすとする. ξi−1 ≤ xなら要請された不等式が成り立つ. ξi = ξi−1 > xな
ら, 列 (. . . , ξj, . . .)から ξi を削除して xを加えることにより

∑
H(ξj, ξj+1)を小

さくすることができる. その際, 新しい列は補題の単調性が成り立つように添
字を調整する. この操作によりH(ξj, ξj+1)が減少することは, 式 (8.2)からた
だちに言える. ところがこれは ξがJ 極小であることに矛盾する.

もうひとつの場合も同じように扱える. �

命題 8.1の証明. 命題 a, b, c, h, i, および jからただちに出る. �

9. もっと補題を

実数の組の間の以下のような関係を考える. (ω, a) → (ω′, a′)であるとは,

正整数 K−1, K, K1 があって, 以下が成り立つときである. すなわち, x− =

(. . . , x−
i , . . .)と x+ = (. . . , x+

i , . . .) が極小配置であって, 回転数 ρ(x−) = ωおよ
び ρ(x+) = ω′を持つ. また, J ± = (. . . , J±

i , . . .)が J±
i = [a±

i , a±
i + 1]によって

定義される. ただし, a−
i − a ∈ Z, a+

i − a′ ∈ Zおよび x±
i ∈ [a±

i , a±
i + 1]である.

さらに, i−2, i−1, i1, i2 ∈ {−∞} ∪ Z ∪ {+∞}が

i−2 + K−1 < i−1 < i−1 + K < i1 < i1 + K1 < i2

を満たすとき, 整数 lと閉区間の列 J∗
i(−2), . . . , J

∗
i(2) があって

J∗
i = J−

i , for i−2 ≤ i ≤ i−1, J∗
i = J+

i + l, for i1 ≤ i ≤ i2,

を満たし, また, x = (xi(−2), . . . , xi(2))が i−2 ≤ i ≤ i2に対して xi ∈ J∗
i を満たす

配置の任意の線分であって,またxがJ ∗極小であるとき, i−2+K−1 ≤ i ≤ i2−K1

に対して xi ∈ intJ∗
i である.

あらっぽく言えば, 回転数ωから回転数ω′へと「近似的に」(切片が)乗り移
る J 極小軌道がある. その際, aと a′は, それぞれの束縛条件を決める区間の
端点の生成役である. 中間に移るための準備期間 i−1 ≤ i ≤ i1がある.

明らかに,この関係は推移的である. すなわち, (ω, a) → (ω′, a′)かつ (ω′, a′) →
(ω′′, a′′)なら (ω, a) → (ω′′, a′′)である.

補題 9.1. 実数 ω, ω′, aを考える. Ωは端点を ωおよび ω′とする閉区間である
とする. P > 0があって, Pλ(a) > P がすべての λ ∈ Ωに対して成り立つとす
る. p/q ∈ Ωが有理数であって既約であるとして q > 2θ/P であるとする. この
とき, (ω, a) → (ω′, a)である.
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注意. 前提はωとω′に関して対称である. だからこの補題から, (ω′, a) → (ω, a)

である.

証明. x− と x+ はそれぞれ回転数 ω と ω′ の極小配置であるとする. J ± =

(. . . , J±
i , . . .)は上と同様, x±と aを使って定義されるとする. だから, J±

i =

[a±, a± + 1]である. ここで, n±
i = a±

i − aiは整数, また x±
i ∈ (a±, a± + 1)で

ある.

ε = P/2θとおく. 証明の第一段階では, 正整数K で x− と x+に依らない
ものと整数 lが存在すること, また i−1 + K < i1 に対して, ε拘束された列
(. . . , ni, . . .)があって, i ≤ i−1のとき ni = n−

i であり, i ≥ i1のとき ni = n+
i + l

であることを示す.

命題 7.4に先行する議論によって, どうすればいいかわかる. 実際, p/qがΩ

内の有理数のとき q > 2θ/P という前提は, Ωが高さ ε−1のファーレイ区間に含
まれることを意味する. すると, 7節で証明された見積りK(λ, ε) ≤ 2/Δε(λ) か
ら, L ≥ 0があって, すべての λ ∈ Ωに対してK(λ, ε) ≤ Lであることが出る.

補題 7.3より, n = (. . . , ni, . . .)が ε拘束であるのは ni = [λi], λi+1 − λi = riで
あって, 列 (. . . , ri, . . .)が次のような性質を持つときである. すなわち, 各 i ∈ Z

に対して, ri−L, . . . , ri+Lがすべて高さ 2Lの同じファーレイ区間に入っている
という性質である. 命題 7.4に先行してそのような例を示した (?). このよう
な ε列を構成する方法からすると, i−1 +K < iiに対して, ε拘束列 (. . . , ni, . . .)

で, i ≤ i−1のとき ni = n−
i , i ≥ i1のとき ni = n+

i + lなるものを用意するのは
簡単である.

i−2 ≤ i ≤ i2に対して J∗
i = [a∗

i , a
∗
i + 1]とおく. ただし, a∗

i = ni + aである.

また i−2, i2は整数であって, i−2 ≤ i−1および i1 ≤ i2を満たす. 命題 6.1より,

正整数K−1, K1があって, i−2 + K−1 ≤ i−1かつ i1 + K1 ≤ i2なら, 任意の拘束
J = (. . . , Ji, . . .) で i−2 ≤ i ≤ i2に対して Ji = J∗

i を満たすもの, また任意のJ
極小配置xに対して, xi ∈ int Ji, i−2+K−1 ≤ i ≤ i2−K1が成り立つ. 実は,命題
6.1の証明によれば, この結論を得るためには, x = (xi(−2), . . . , xi(2))がJ ∗極小
であることを仮定するだけで十分であった. ただし, J ∗は切片 (J∗

i(−2), . . . , J
∗
i(2))

のことである. これが求めた結果である. �

補題 9.3の証明において, 補題 9.1を少し強めた次の結果が必要である.

Addendum. 様々な選択を次のように行なう. すなわち, (上記証明の用語を
使って) ω < ω′なら, (. . . , ni − n−

i , . . .)と (. . . , n+
i − ni, . . .)は非減少列である.

ω′ < ω なら, 非増加列がある.

証明. 簡単にわかるように, ε列 (. . . , ni, . . .)を構成する上記のやり方で, この
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性質が成り立つようにすることが可能である. �

補題 9.2. ω が無理数であって, a, b ∈ R, また Pω(a)と Pω(b)が正のとき,

(ω, a) → (ω, b)である.

証明. 命題 6.2の証明からしたがう. �

補題 9.3. p/qは有理数であり, aも bも π(Mf,p/q)の同じ補区間に入っていると
し, Pp/q−(a) > 0と Pp/q+(b) > 0が満たされるとする. このとき, ε > 0があっ
て, p/q − ε < ω− < p/q < ω+ < p/q + εを満たすなら, (ω−, a) → (ω+, b)かつ
(ω+, b) → (ω−, a)である.

証明. (ω−, a) → (ω+, b)を証明する. ほかのケースは同様である.

[17, 定理 2.2]において, 次のような見積りを行なった. すなわち, |Pp/q+(ξ)−
Pω(ξ)| ≤ Cθ|ωq − p| と |Pp/q−(ξ) − Pω(ξ)| ≤ Cθ|ωq − p| . ただし, C はすべ
てから独立である. この見積りから, ε, P > 0が存在して, (p/q) − ε < ω′

− <

p/q < ω′
+ < (p/q) + εなら, Pω′

−(a) > P かつ Pω′
+
(b) > P である. ε > 0は十分

小さく選んであるので, (p/q)− ε < p′/q′ < p/q < (p/q) + εかつ p′/q′ �= p/qな
ら q′ > 2θ/P が成り立つとする. このとき, 補題 9.1より, (ω′

−, a) → (ω′′
−, a)か

つ (ω′
+, b) → (ω′′

+, a)が (p/q) − ε < ω′
−, ω′′

− < p/q < ω′
+, ω′′

+ < p/q + ε のとき
成り立つ.

命題 8.1の前提が満たされることに注意しよう. というのは, Mf,p/q = MF,0,

Pp/q−(a) = P h
p/q−(a) = P H

0−(a), および Pp/q+(b) = P h
p/q+(b) = P H

0+(b)だからで
ある. この証明中では,命題 8.1の記法を使う. また, ω−, ω+は補題 9.3の前提を
満たす固定した数であるとする. L±は整数であって, 命題 8.1の条件L± ≥ L0

±
以外に ω− < p/q − 1/qL−および ω+ > p/q + 1/qL+を満たすとする. 本証明
では, 命題 8.1の整数 l−と l+は十分大きく取っておく. その大きさをどれほど
にすべきかは, 証明の過程で説明する. 次のようにおく.

Ĵ−
i = [a + β − 1, a + β], if i− − L−β ≤ i < i− − L−β + L− and β ∈ Z

Ĵ+
i = [b + β − 1, b + β], if i+ + L+β − L+ ≤ i < i+ + L+β and β ∈ Z

Ĵ ± = (. . . , Ĵ±, . . .) とおく. ξ± = (. . . , ξ±i , . . .)は (H に関する) 最大の Ĵ ±

極小配置であるとする. 事実, xi±は回転記号±1/L±の (H に関する)極小配
置である. ξ∗±は回転記号 p/q ± 1/qL±のの (H に関する)極小配置であって
ξ∗±qi = ξ±i + π を満たすとする. J∗−

α は閉区間 [a∗−
α , a∗−

α + 1]であって, 条件
a∗−

α − aZおよび ξ∗−α ∈ (a∗−
α , a∗−

α + 1)で定義されるとする. 同様に, J∗+
α は閉区

間 [a∗+
α , a∗+

α + 1]であって, 条件 a∗+
α − bZおよび ξ∗+α ∈ (a∗+

α , a∗+
α + 1)で定義さ
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れるとする. Jiは命題 8.1のものとし, 次のようにおく.

J∗
α = J∗−

α , for q(i− − L−l− − L−) ≤ α < qi−,

J∗
α = J∗+

α , for q(i+ − 1) < α ≤ q(i+ + L+l+ + L+ − 1),

J∗
α = Ji + π, for a = qi and i− ≤ i < i+,

J∗
α = R, for all other α between qi− and q(i+ − 1)

だから, q/(i− −L−l− −L−) ≤ α ≤ q/(i+ + L+l+ + L+ − 1)なる各 αに対して,

閉連結非空集合 J∗
αを定義したことになる.

ε > 0を選んで, (p/q)− ε < ω′
−, ω′′ < p/q < ω′

+, ω′′
+ < (p/q) + ε のときに補

題 9.1の前提がペア (ω′
−, a), (ω′′

−, a) および (ω′
+, b), (ω′′

+, b)に適用できるように
する.

したがって, (ω′
−, a) → (ω′′

−, a) および (ω′
+, b) → (ω′′

+, b)であると言える. こ
れを ω′

− = ω−, ω′′
− = p/q − 1/qL−, ω′′

− = p/q + 1/qL+, および ω′′
+ = ω+

として適用する.だから補題 9.1より, 回転数 ω− と ω+ の極小配置 x− と x+

が与えられたとき, J∗
α の定義を範囲 i−2 ≤ α ≤ i2 へと拡張できる. ここで

i−2 < q(i− − L−l− − L−)および i2 > q(i+ − L+l+ + L+ − 1)とする. J−
α と

J+
α は次のように定義する. すなわち, J−

α = [a−
α , a−

α + 1]で, a−
α − a ∈ Zかつ

x−
α ∈ (a−

α , a−
α + 1). J+

α = [a+
α , a+

α + 1]で, a+
α − b ∈ Zかつ x+

α ∈ (a+
α , a+

α + 1).

i−2 ≤ α ≤ i−1に対して J∗
α = J−

α + λ−であること, および i1 ≤ α ≤ i2に対して
J∗

α = J+
α +λ+であることを要請する. ただし, λ−とλ+は適当な整数である. こ

こで, i−2 +K−1 < i−1 < q(i−−L−l−−L−), q(i+l+l+ +L+ −1) < i1 < i2 −K1,

および i−2, K−2, i−1 は, 補題 9.1を (ω− の回転数) x− と (p/q − 1/qL− の回
転数)ξ∗−に適用できるように選び, i1, K2, i2は補題 9.1を ξ∗+と x+に適用で
きるように選ぶ. 補題 9.1を適用するには, l−と l+ を十分大きく取らねばな
らない. 拡張 J ∗ = (J∗

i(−2), . . . , J
∗
i(2))を補題 9.1にしたがって選ぶことにより,

x = (xi(−2), . . . , xi(2))が配置のJ ∗極小切片であれば, i−2+K−1 ≤ α < qi−−K∗
−1

に対して, また q(i+ − 1) + K∗
1 < α ≤ i2 − K1に対して xα ∈ J∗

αであることが
わかる. ここで, K∗

−1とK∗
1 は整数であって, 補題 9.1が適用できるよう適当に

大きく選んである. また補題 9.1へのAddendumをJ ∗が満たすとする.

次の段階は, qi− − K∗
−1 ≤ α ≤ q(i+ − 1) + K∗

1 を満たすすべての αに対し
て xα ∈ int J∗

α であることを示すことである. このために, 命題 8.1のちょっ
とした変種を使う. すなわち, 命題 8.1の結論を次のような結論と置き換える.

(ξi−−L−l−−1, . . . , ξi++L+l+)がJ 配置の切片であって, (両端を固定して?)このよ
うな切片の内で極小であるなら, i− − L−l− + 1 ≤ i < i+ + L+l+ − 1に対して
ξi ∈ int Jiである, と. 命題 8.1の証明からすると, この結論は成り立つ.

命題 8.1のこの変種を切片 (ξi−−L−l−−1, . . . , ξi++L+l+)に適用する. ただし,

ξi = xqi − piである. これは J 配置の切片である. このことは xが J ∗配置で
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あること, および

J∗
qi = Ji + pi, for i− − L−l− − 1) ≤ i ≤ i+ + L+l+ − 1

という簡単に確かめることのできる事実から明らかである. 命題 8.1のこの変
種を適用するためには, 切片 (ξi−−L−l−−1, . . . , ξi++L+l+)が (両端を固定した) J
配置の切片の間で極小であることを示す必要がある.

これを証明するために, J 配置の切片 (ξ̂i−−L−l−−L−, . . . , ξ̂i++L+l++L+−1)を考
える. ただし, i = i−−L−l−−L−および i = i+−L+l++L+−1のとき ξ̂i = ξiで
あり,両端を固定して, (Hに対して)極小であるとする. 命題5.1によれば,この
ような配置は存在する. i−−L−l−−L− ≤ i ≤ i++L+l+−1に対して x̂qi = ξ̂i+pi

とおく. i−−L−l−−L− ≤ i ≤ i+ +L+l+に対して (x̂qi, . . . , x̂α, . . . , x̂q(i+1))は (h

に対して)極小な切片であるとする. x̂は切片 (x̂q(i−−L−l−−L−), . . . , x̂q(i++L+l+−1))

を表わすとする. 以下で証明するのは, x̃がJ ∗配置の切片なることである. つ
まり, (ξi−−L−l−−L−, . . . , ξqi++L+l++L+−1)は (両端を固定して, Hに関して) 極小
であり, したがって, その制限 (ξi−−L−l−−1, . . . , ξi++L+l+) は同じ極小性を持つ.

というのは, (ξi−−L−l−−L−, . . . , ξi++L+l++L+−1)は (hに関する)J ∗極小配置 xの
制限として定義されるからである. すると, x̃がJ ∗極小配置であるという事実
から ∑

H(ξi, ξi+1) ≤
∑

h(xα, xα+1) ≤
∑

h(x̂α, x̂α+1) =
∑

H(ξ̂i, ξ̂i+1)

が言え, したがって, ξ̂の極小性より, 等式が得られる.

x̂がJ ∗配置の切片であることを証明するために, 配置 η±, η∗±を次のように
定義する. η± (または η∗±) は回転記号±1/L± (または p/q ± 1/qL±)の (Hに
対する, または hに対する)最小の極小配置であって, ξ± (または η∗±)より大
きいとする. 明らかに, η∗±

qi = η±
i + piである.

a + β − 1 < ξ−i < α + β < η−
i , if i = i− − L−β and β ∈ Z,

a + β − 1 < ξ−i < η−
i < α + β, all other i ∈ Z,

b + β − 1 < ξ+
i < b + β < η+

i , if i = i+ + L+β − 1 and β ∈ Z,

b + β − 1 < ξ+
i < η+

i < b + β, all other i ∈ Z,

および η∗±
α ∈ intJ∗±

α がすべての αに対して成り立つ. ただしその際, αは
q(i− −L−β)なる形をしていないものとする (またはαは q(i+ + L+β − 1)なる
形をしていないものとする). β ∈ Zである. 定義より, ξ±は (H に関する) 最
大の Ĵ ±配置であり, η±は回転記号±1/L±の (Hに関する)最小の極小配置で
あって ξ±より大きなものである, 等々.
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すべての αに対して xi∗±α ≤ xαが成り立つ. なぜなら, ξ∗−は |calJ∗−配置で
あるから, xはJ ∗極小配置であり, どの αに対しても (対応する端点がこの不
等式を満たすという意味で) J∗−

α ≤ J∗
αであり, J∗−

α は大きいか十分小さな αに
対して厳密に J∗

αの左にある (?) だから, 不等式 ξ∗−α ≤ xαは, 極小配置 ξ∗−と
J ∗極小配置 xに相対Aubry交差補題を適用して得られる.

すべての αに対して ξ∗+α ≤ xα の特別の場合として, すべての iに対して
ξ±i ≤ ξiが成り立つ. ξ̂i = ξiが i = i− − L−l− − L−および i = i+ + L+l+ − 1に
対して成り立つから, これら 2つの iに対して ξ±i ≤ ξ̂iが成り立つ. ふたたび相
対Aubry交差補題を用いて, i− − L−l− − L− ≤ i ≤ i = i+ + L+l+ − 1に対し
て ξ±i ≤ ξ̂iが成り立つ. これとAubry交差補題から

ξ∗−α ≤ x̂α, for q(i− − L−l− − L−) ≤ α ≤ q(i+ + L+l+ + L+ − 1)

が出る. また, ξ̂i ≤ a + β < η−
i が i = i− − L−β, β ∈ Zかつ 1 ≤ β ≤ l− + 1 な

ら成り立つ. η−に関して得た不等式と, ξ̂がJ 配置の切片であるという仮定か
ら (文章になっていないぞ). だから, ξ̂がJ 配置の切片であるという仮定と相
対Aubry交差補題より, i− − L−l− − L− ≤ i ≤ i = i− − L−に対して ξ̂i ≤ η−

i

が成り立つ. x̂の定義とAubry交差補題から

x̂α ≤ η∗−
α , for q(i− − L−l− − L−) ≤ α ≤ q(i− − L−)

が出る. 同様な議論により

ξ∗+α ≤ x̂α ≤ η∗+
α , for q(i+ + L+ − 1) ≤ α ≤ q(i+ + L+l+ + L+ − 1)

が出る. だから, x̂は J ∗配置の切片である. x̂α ∈ J∗
αを示すのに, 以下の事実

を使う. すなわち, ξ̂がJ 配置の切片であること (これは α = qiのとき x̂ ∈ J∗
α

を意味する), そして上記の不等式である. その不等式は x̂α ∈ J∗
αが, αが qiの

形でないとき, そして上の範囲のひとつに入っていないときに成り立つことを
示す. 残りの場合, J∗

α = Rであるから証明すべきことは何もない.

まとめると, x̂が J 配置であることが証明された. 上で議論したように, こ
のとき, (ξi−−L−l−−L− , . . . , ξi++L+l++L++1)は, J 配置の切片の中で (端点を固定
して) 極小である.

だから, 命題 8.1の変型版を ξi−−L−l−−L−, . . . , ξi++L+l+)に適用できる. この
変形版から, i− −L−l− + 1 ≤ i ≤ i+ + L+l+ − 2なる α = qiのとき, xα ∈ intJ∗

α

が得られる. また

ξ∗−α ≤ xα ≤ η∗−
α , for q(i− − L−l− − L−) ≤ α ≤ q(i+ + L+l+ + L+ − 1)

ξ∗+α ≤ xα ≤ η∗+
α , for q(i+ + L+ − 1) ≤ α ≤ q(i+ + L+l+ + L+ − 1)
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が成り立つ. これらの不等式は x̂に関する対応する不等式を証明したのと同じ
やり方で証明できる. (われわれが使ったのは, ξ̂が極小という性質だけであっ
た. いま証明したばかりのこの性質は, (ξi−−L−l−−L−, . . . , ξi++L+l++L++1) でも
成り立つ)

qiという形でないαの場合,上記不等式のひとつより, J∗
α = RまたはxαintJ∗

α

が成り立つ. まとめると,

xα ∈ int J∗
α, for i−2 + K−1 ≤ α ≤ qi− − K∗

−1

and for q(i+ − 1) + K∗
1 ≤ α ≤ i2 − K1.

が証明できた. だから, 十分大きな l−, l+をとれば,

xα ∈ int J∗
α, for i−2 + K−1 ≤ α ≤ i2 − K1

が成り立つ. これらがどれほど大きくなければいけないかは, K∗
−1とK∗

1 に依
存する. さらに, Kを十分大きくとって i−1 + K < i1となるようにすれば, i−
と i+を見つけて, 命題 8.1の (i+ − i−のサイズに関する)前提を満たすできる
し, 条件 i−1 < q(i− − L−l− − L−)および q(i+ + L+l+ + L+ − 1) < i1を満たす
ことができる. この条件は, 証明の最初の段階で必要なものであった. このよ
うな選び方をして, 求める結果が得られる. �

われらが主結果はバーコフの不安定ゾーンR内の軌道に関するものである.

4節で, Rの下と上の境界を Γ−と Γ+で表わした. 補題 9.1 - 9.3 を併せて, 次
が得られる.

補題 9.4. ρ(Γ−) < ω−, ω+ < ρ(Γ+), ω−, ω+が無理数であり, a, bが実数であっ
て Pω−(a) > 0, Pω+(b) > 0 を満たすなら, (ω−, a) → (ω+, b)である.

証明. 有理数 p/qと π(Mp/q)の補区間 (c, c′)を考える. (c, γ), (c′, γ′) ∈ Mp/qと
する. Pp/q+ (または Pp/q−)が (c, c′)上で恒等的にゼロになるなら, Mp/q+ (ま
たは Pp/q−)内にリプシッツ曲線 Γc,c′があって, (c, γ)と (c′, γ′)を結ぶ. その上,

Γ̃c,c′ = Γc,c′ ∪ f(Γc,c′) ∪ · · · ∪ f q−1(Γc,c′)は f の下で不変である.

π(Mp/q)の各補区間 (c, c′)に対して, Pp/q−または Pp/q+ のうちの少なくとも
ひとつが (c, c′)上で恒等的にゼロになるなら, 回転数 p/qの不変曲線がある. こ
れは曲線 Γ̃c,c′の和として構成される.

したがって, ρ(Γ−) < p/q < ρ(Γ+)なら, π(Mp/q)の補区間 (c, c′)が少なくと
もひとつ存在し, その上で Pp/q−と Pp/q+のどちらも恒等的にゼロになること
はない. 補題 9.3 より, ε > 0が存在して, p/q − ε < ω− < p/q < ω+ < p/q + ε

のときに (ω−, a) → (ω+, b)かつ (ω+, b) → (ω−, a)が成り立つ.
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Pω が恒等的にゼロになるなら回転数 ωの不変円が存在する. したがって,

ρ(Γ−) < p/q < ρ(Γ+)なら, a ∈ R があって, Pω(a) > 0を満たす. 補題 9.2よ
り, ε > 0 が存在して, ω − ε < ω−, ω+ < ω + εのときに (ω−, a) → (ω+, a)が
成り立つ.

補題 9.4は, 今述べた注意および補題 9.2および推移関係から出る. �

補題 9.4の結論はω−とω+が有理数である場合でも, 多くの場合に成り立つ.

それらが成り立つための条件を述べるために, 以下の概念を導入しよう. 実数
の組 (ω, a)が良いとは, (a) ωが無理数であって Pω > 0である; (b) ω = p/q

が既約有理数なら, Pω > 0かつ q > 2θPω(a)を満たす; (c) ω = p/qであって,

Pp/q+(a) > 0または Pp/q−(a) > 0である.

補題 9.5. (ω−, a), (ω+, b)が良い組であって, ρ(Γ−) < ω−, ω+ < ρ(Γ+)なら,

(ω−, a) → (ω+, b)である.

証明. 組 (ω−, a), (ω+, b)のそれぞれが条件 (a)または (b)を満たす場合, 補題
9.4の証明を修正なしで適用できる. だから, (ω−, a)または (ω+, b), あるいは両
方が条件 (c) を満たす場合を考えればよい.

たとえば, (ω−, a)が条件 (c)を満たし, (ω+, b)が条件 (a) または (b)を満たす
場合を考えれる. はっきりさせるために, ω− = p/q で Pp/q+(a) > 0とする. ω

は p/q+より少し大きな無理数であるとする. すると, [17, 定理 2.2]で与えら
れる見積り |Pp/q+(a) − Pω(a)| ≤ Cθ|ωq − p|より, Pω(a) > 0を得る. したがっ
て, (ω, a)は (a)を満たすから (ω, a) → (ω+, b)が成り立つ. だから, →の推移
性より, (ω−, a) → (ω, b)を証明すれば十分である. これは, 命題 8.1と補題 9.3

を証明したのと同じやり方で行なえる. 詳細は読者に任せる.

残りの場合は同様に扱うことができる. �

10. 近接遭遇

補題 10. ω は無理数であるとする. a ∈ Rは Pω(a) > 0なるものとする.

y < x < z は回転数 ω の極小配置であるとする. 各 i ∈ Zに対して, ai は
ai − a ∈ Zおよび xi ∈ (ai, ai + 1)を満たす唯一の実数であるとする. K > 0が
存在して, J = (. . . , Ji, . . .)は j0 −K ≤ i ≤ j1 +K に対して Ji = [ai, ai + 1]な
る束縛条件ならば, 任意のJ 極小配置 ξ = (. . . , ξi, . . .)は j0 ≤ i ≤ j1に対して
yi < ξi < ziを満たす.

証明. K が十分大きければ, j0 − K ≤ i0 ≤ j0 および j1 ≤ i1 ≤ j1 + K

を満たす i0, i1 があって, i = i0, i1 に対して ai + 1 < zi が成り立つ. (実際,
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φω が Percivalのラクランジュ関数を極小にし (6節参照), xi = φω(t + ωi±),

zi = φω(s+ωi±)なら, Kをうまく選んでR/Z上の区間 (t, s), (t+ω), s+ω), . . .,

(t + (K − 1)ω), s + (K − 1)ω)がR/Zを被覆するようにできる.) ξは J 配置
であるから, i = i0, i1に対して ξi < zi が成り立つ. したがって, ξが J 極小で
zが極小であるから, Aubryの交差補題より, i0 ≤ i ≤ i1に対して ξi < ziが成
り立つ. yi < ξiの証明も同様である. �

系. ω, a, ai は上のとおりとする. ε > 0とする. 任意の i0 ∈ Zに対して,

K, K1 > 0が存在して, J = (. . . , Ji, . . .)が i0 ≤ i ≤ i1 (または i−1 ≤ i ≤ i0)に
対して Ji = [ai, ai + 1]なる束縛条件であり, ξは J 極小かつ J 自由な配置で
あって, (. . . , (xi, yi), . . .)と (. . . , (ξi, ηi), . . .) は (. . . , xi, . . .)と (. . . , ξi, . . .)に対
応するなら,

|ξi − xi| + |ηi − yi| < ε

を, i0 + K ≤ i ≤ i1 − K1 (i−1 + K1 ≤ i ≤ i0 − K)に対して満たす.

この補題により, ωが無理数の場合に, ρ(Γ−) < ω < ρ(Γ+)を満たす回転数
を持つ, あらかじめ指定した極小軌道への近接遭遇が用意できた. ωが無理数
であるという前提がはずされると, この系は成り立たない. けれども, ωが有理
数の場合にも似たような結果がある. これは 8節の補題 fから出る. 補題 fよ
り, どの ε > 0に対しても, i+ − i− ≥ Iなる I が存在して ξi − c < εが成り立
つ. だから, I を十分大きく取ることにより, 配置 (. . . , ξi, . . .)に対応する軌道
が, 配置 (. . . , c, . . .)に対応する軌道のいくらでも近くを通るように塩梅するこ
とができる.

11. 主結果の証明とさらなる結果

定理 4.1の証明. まず, ρ(Γ−) < ω−, ω+ < ρ(Γ+)とし, ω−も ω+も無理数であ
るとする. a, b > 0があって, Pω−(a), Pω+(b) > 0を満たす. いま, この Pω−(a),

Pω+(b) > 0の意味がわからない. 6節まで戻る必要あり. 補題 9.4によると,

(ω−, a) → (ω+, b)が成り立つ. この関係が束縛条件 J ∗ = (. . . .J∗
i , . . .) の存在

を主張するのは, i−2 = −∞かつ i2 = ∞と関係→の定義 (9節のはじめ) に
おいて採用したときである. 関係→の定義によると, xは J ∗自由であり, し
たがって (命題 5.2より), f 軌道に対応する. 補題 10の系により, この軌道は
Mf ,ω−に α漸近であり, Mf,ω+

に ω漸近である.

ρ(Γ−) < ω−, ω+ < ρ(Γ+)で, ω−または ω+ (あるいは両方)が有理数の場合,

命題 8.1 の構成法に似た構成法を使って, Mf̄ ,ω−に α漸近かつ Mf̄ ,ω+
に ω漸近
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な軌道を作る. たとえば, ω−が有理数であるとしよう. ω− = p/qは既約とす
る. そして ω+は無理数であるとする. 8節と同じ reduction を行なう. とくに
変分原理 hを使って. たとえば, P h

p/q+(b) = P H
0+(b) > 0なる数 bから始めて, 束

縛条件J ∗を構築する. すなわち, J ∗極小配置がJ ∗自由であり, 対応する軌道
は, Mω−,f̄ に α漸近かつ Mω+,f̄ に ω漸近な軌道を作る. 構築法は以下のとおり
である. まず, 命題 8.1の構築法を修正する.

Ji = [c, b], if i < i+
= [b + β − 1, b + β], if j+ + L+β − L+ ≤ i < i+ + L+β and

1 ≤ β ≤ l+, or β = l+ + 1 and i = i+ + L+l+

とおく. ここで, (c, c′)は π(MF,0) = π(Mf,p/q)の補区間であって, b, i+ ∈ Z,

L+ ≥ L0
+を含む. ここで, L0

+ は十分大きく (命題 8.1におけるように大きい),

l+ ≥ 1である.

このとき, 補題 9.3の構成法を次のように修正する.

i+ + L+β − L+ ≤ i ≤ i+ + L+β かつ β ∈ Z のとき Ĵ+
i = [b + β − 1, b + β],

と置き, Ĵ +
i = (. . . , Ĵ+

i , . . .)と置く. ξ+ = (. . . , ξ+
i , . . .)は (Hに関する)最大の

Ĵ +極小配置であるとする. (だから, ξ+は回転記号 1/L+の極小配置である.)

ξ∗+は (hに関する)回転記号 p/q + 1/qL+の極小配置であって, ξ∗+qi = ξ+
I + pi

なるものとする. J+
α は条件 a∗+

α − bZおよび ξ∗+α ∈ (a∗−
α , a∗−

α + 1)で定義される
閉区間 [a∗+

α , a∗+
α + 1]であるとする.

J∗
α = J∗+

α , for q(i+ − 1) < α ≤ q(i+ + L+l+ + L+ − 1),

J∗
α = Ji + pi, for α = qi and i− ≤ i < i+,

J∗
α = R, for all other α ≤ q(i+ − 1)

と置く. 無理数 ω̂を p/q+1/qL+より少し大きくとる. 補題9.1を使って, α ≤ i2
に対して定義されるように J∗

α を拡張する. ただし, i2 > q(i+ +L+l+ +L+ − 1)

である. J∗
αは次の性質を持つようにする. J+

α = [a+
α , a+

α + 1]とする. ただし,

a+
α − b ∈ Zであり, 回転数 ω̂+のある配置 x̂+に対して x̂+

α ∈ (a+
α , a+

α +1)である.

i1 ≤ α ≤ i2に対してJ∗
α = J+

α +λ+であることを要請する. ここで, λ+は適切な
整数である. ここで, q(i+ +L+l+ +L+−1) < i1 < i2−K1および i1, K1, i2は補
題 9.1を ξ∗+および x̂+に適用できるように選ぶ. 拡張J ∗ = (. . . , J∗

i , . . . , J∗
i(2))

を補題 9.1にしたがって選ぶことにより, x = (. . . , xi, . . . , xi(2))がある配置の
J ∗極小切片なら, α ≤ i2 − K1に対して xα ∈ intJ∗

αが成り立つ. この証明は,

かなりの考察を必要とする. ただし, それは補題 9.3の証明ですでに説明した.

もう一度それを繰り返す必要はないだろう.
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aは Pω+(a) > 0を満たすとする. 補題 9.4によれば, (ω̂+, b) → (ω+, a)が成
り立つ. したがって, (. . . , J∗

I , . . . , J∗
i(2))を, どの J ∗極小配置も J ∗自由であっ

て, 対応する軌道がMf̄ ,ω+
に ω漸近 (補題 10の系より)であるように, 束縛条

件J ∗ = (. . . , J∗
I , . . .)へと拡張できる.

ω+が有理数で, ω−が無理数, あるいはともに有理数の場合も同様に扱うこ
とができる.

いままでのところ, 定理 4.1を証明したのは, ρ(Γ−) < ω−, ω+ < ρ(Γ+)の場
合に対してであった. こんどは, ω− = ρ(Γ±)または ω+ = ρ(Γ±)または両方
の場合を考える. たとえば, ω− = ρ(Γ−)とする. 無理数列 (ωj)j≤0を選んで,

j ≥ −∞のとき ωj ↓ ω−とし, 数列 ajを選んで Pω(j)(aj) > 0とする. 補題 9.4

によれば, j +1 ≤ 0に対して (ωj, aj) ≥ (ωj+1, aj+1)である. つまり, j ≤ 0に対
して整数Kj , K̃jがあって, 以下を成り立たせる. すなわち, xj = (. . . , xj

i , . . .)は
j ≤ 0に対して, 回転数 ρ(xj) = ωjの極小配置であるとする. ただし, 束縛条件
J j = (. . . , J j

i , . . .)は J j
i = [aj

i , a
j
i + 1]によって定義される. ここで aj

i − ai ∈ Z

であり, xj
i ∈ (aj

i , a
j
i + 1) である. また ij , ĩjは

ij + Kj < ĩj < ĩj + K̃j < ij+1

を満たす整数であって, ĩ0 = 0である. このとき, 整数 lj (j ≤ 0)が存在し, ま
た閉区間の列 (. . . , J∗

j , . . . , J∗
0 )が存在して

J∗
i = J j

i + lj , for ij ≤ i ≤ ĩj

を満たし, さらに, x = (. . . , xi, . . . , x0)が i ≤ 0に対して xi ∈ J∗
i を満たす配置

の任意の切片であって xがJ ∗極小なら, i ≤ −K0に対して xi ∈ intJ∗
i である.

(谷川: 何かおかしい)

その上, 補題 9.4の証明によれば, 区間 J∗
i = [a∗

i , a
∗
i + 1]をうまく選んで

lim
i→−∞ a∗

i /i = ω−.

とすることができる.

ρ(Γ−) < ω+ < ρ(Γ+)の場合は, 以前述べた議論によれば, J ∗を次のような
仕方で束縛条件 J̃∗ = (. . . , J̃∗

i , . . .)へと拡張できる. すなわち, J̃∗極小配置は
J̃∗自由であり, 対応する f 軌道はMf̄ ,ω+

へ ω漸近である.

この f 軌道は, ρ(Γ−) = ω−が成り立つとして, Mf̄ ,ω− へ α漸近である. な
ぜなら, limi→−∞ a∗

i /i = ω− だからである. だから, 定理 9.1を次の 2つの場
合に証明したことになる. すなわち, ρ(Γ−) < ω−, ω+ < ρ(Γ+) のときと,

ρ(Γ−) = ω− < ω+ = ρ(Γ+) かつ ω−が無理数のときである. 残りの場合は同様
な仕方で証明できる. �
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さて, 定理 4.1とその証明に関するコメントをいくつか述べる. ω− = ρ(Γ−)

(または ω+ = ρ(Γ+)) なら ω− (または ω+)は無理数である, という前提は不思
議だ. 実際, この条件が成り立たないときでも同様な陳述が成り立つ. ただ, 少
し複雑になる. たとえば, ω− = ρ(Γ−)であって, この数が有理数である場合を
考える. Γ−は不変曲線であるから, 極小軌道から成り立っている. ひとつの可
能性は, これらの軌道がすべて回転記号 ω−または ω−+を持つことである. こ
の場合,上で述べた構築法から, Γ−へα漸近な軌道は得られるが, Mf̄ ,ω−へα漸
近な軌道は得られない. 一般に後者は,前者の部分集合に過ぎない. 事実, この
場合, Mf̄ ,ω− �= Γ−ならMf̄ ,ω−へ α漸近な軌道を構築することは不可能である.

もう一つの可能性は, Γ− 内のいくつかの軌道が回転記号 ω−−を持つこと
である. この場合, Pω−+(a) > 0 が, ある a ∈ Rに対して成り立ち, 上で,

ρ(Γ−) = ω− < ρ(Γ+)かつ ω−が無理数の場合に証明に使われた構築法がここ
でも有効である. したがって, 定理 4.1 の結論は, ω+が前提を満たす限り, この
場合も成り立つ.

ω− = ρ(Γ+)であって ω+が有理数の場合, あるいは, これらの条件が 2つと
も満たされる場合が同様に取り扱えるのは明らかである.

定理 4.1およびその証明から, 次の問題が生じる. すなわち, バーコフ不安定
領域内に極小 f 軌道O−とO+が与えられたとき, O−にα漸近でO+にω漸近
な f 軌道Oは存在するか? ρ(Γ−) < ρ(O−), ρ(O+) < ρ(Γ+) であって, ρ(O−)

と ρ(O+)がともに無理数なら, そのような f 軌道は存在する. というのは, 補
題 9.4によると, (ω−, a) → (ω+, b)である. 関係式の (9節の先頭の) 定義が関係
→であるための定義において x−と x+をO−とO+の第一成分と取れば (??),

補題 10の系から要請された結論が出る.

一方, ρ(O−)と ρ(O+)のひとつが, ρ(Γ−)と ρ(Γ+)のひとつであって, その
数が無理数なら, この結論を得るためにわが方法は不十分であり, 答はわから
ない.

いつもどおり, ρ(O−)または ρ(O+)の両方またはひとつが, 有理数の場合は
もっと込み入っている. たとえば, ρ(O−)が既約有理数 p/qで, ρ(O+)が無理
数, そして, ρ(Γ−) < ρ(O−), ρ(O+) < ρ(Γ+) とする. O−が周期的でなければ,

それは周期軌道に α漸近であり, O−に α漸近な軌道が存在するか否かは, そ
ん周期軌道の α漸近な軌道が存在するか否かと同値である.

だから, O−が周期的であると仮定できる. π(Mf̄ ,p/q)が有限で, π(Mf̄ ,p/q−)も
π(Mf̄ ,p/q+)も内点を含まない場合, 軌道Oが存在して, O−にα漸近かつO+に
ω漸近である. このことは, 定理 4.1の証明において, ω−が有理数で, ω+が無
理数で, ρ(Γ−) < ω−かつ ω+ < ρ(Γ+) の場合の議論を少しだけ修正して証明
できる. π(Mf̄ ,p/q)の適当な補区間 (c, c′)を選び前と同様な議論をすればよい.

O− = (. . . , (xi, ti), . . .)なら, c = x0と取れば十分である. π(Mf̄ ,p/q)が内点を持
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たないという前提は, Pp/q+(b) > 0なる b ∈ (c, c′)が存在することを意味する.

(c, c′)と bをこのように選べば, 定理 4.1の証明中に構築した束縛条件J ∗ ( ω−
が有理数で, ω+が無理数で, ρ(Γ−) < ω−かつ ω+ < ρ(Γ+) の場合)は (前と同
様) J ∗極小配置は J ∗自由であるという性質を持ち, さらに, 対応する軌道が
O−に α漸近であるという性質も持つ. (ω−も ω+も無理数の場合に) すでに説
明したように, J ∗極小配置で, 対応する軌道がO+に ω漸近であるようなもの
を構築できる.

残りの場合 (ρ(O+)または両方が有理数の場合) も同様に扱うことができる.

定理 4.2の証明. まず, ωiはすべて無理数であって, ρ(Γ−) < ωi < ρ(Γ+)を満
たすとする. 各 iに対して, Pω(i)(ai) > 0なる aiを選ぶ. 補題 9.4によれば, す
べての j ∈ Zに対して (ωj, aj) → (ωj+1, aj+1)である. つまり, 整数Kj, K̃j が
あって, 以下が成り立つ. すなわち, xj = (. . . , xj

i , . . .)が ρ(xj) = ωj なる極小
配置であって, 束縛条件 J j = (. . . , J j

i , . . .)は J j
i = [aj

i , a
j
i + 1]により定義され

るとする. ただし, aj
i − ai ∈ Z, xj

i ∈ (aj
i , a

j
i + 1)であり, ij, ĩjは整数であって

ij + Kj < ĩj < ĩj + K̃j < ij+1

を満たす. このとき, 整数 lj (j ≤ 0)が存在し, またる閉区間の列 (. . . , J∗
j , . . .)

で
J∗

i = J j
i + lj , for ij ≤ i ≤ ĩj

を満たすものが存在する. これはまた x = (. . . , xi, . . .)が xi ∈ J∗
i を満たす配

置の任意の切片であって, xがJ ∗極小ならば, xi ∈ int J∗
i がすべての i ∈ Zに

対して成り立つ.

このようなJ ∗極小配置 (. . . , xi, . . .)をひとつ考え, O = (. . . , (xi, yi), . . .)が
対応する軌道であるとする. 補題 10より, Kjが十分大きく選ばれているとし
て, OはMf̄ ,ω(i)の ε以内に近づく. だから, 定理 4.2はこの場合証明された.

事実, μf̄ ,ω(i)を回転数 ωjの唯一の極小測度とすると, この構築法から μf̄ ,ω(i)

の ε以内に近づく軌道O が生じる. これを見るためには, xj を選んで, 対応す
る軌道が回帰的である (したがって μf̄ ,ω(i)内にある) ようにすればよい.

残りの場合はこの場合に帰着できる. たとえば, ωjのどれかひとつが有理数
なら, それをωjにいくらでも近い無理数ω′

jに置き換えることができる. μf̄ ,ω(i)′

上に, Mf̄ ,ω(i) に近い点がある. ω′
jをωjに十分近く選ぶことにより, この距離を

いくらでも小さくすることができる. さらに, μf̄ ,ω(i)′ 内の任意の軌道はMf̄ ,ω(i)

の近くを通る. なぜなら, 前者の軌道は前者内で稠密だからである. したがっ
て, μf̄ ,ω(i)′ の十分近くを通る軌道はMf̄ ,ω(i)の十分近くを通る. そこで, Mf̄ ,ω(i)

の近くを通る軌道を構築する問題は, μf̄ ,ω(i)′ の近くを通る軌道の構築に帰着さ
れる. これはすでに, 以前の構築法で行なったことである.
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ωj = ρ(Γ−)または ωj = ρ(Γ+) の場合も, ρ(Γ−) < ω′
j < ρ(Γ+)を満たす無理

数 ω′
jを使って扱うことができる. ここで ω′

jは ωjを近似する数であり, この場
合はすでに取り扱った場合に帰着できる. �
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補遺. バーコフの定理

ここでのバーコフの定理は次のものである.

定理. Uは (R/Z)×Rの開部分集合であるとし, A < B ∈ Rがあって, (R/Z)×
(−∞, A) ⊂ U かつ (R/Z) × (B,∞) ∩ U = ∅であるとする. U は円環に同相で
あるとし, f の下で不変であるとする. このとき, U のフロンティアはリプシッ
ツ関数 u : R/Z → Rのグラフである.

これに似たものを,バーコフは少なくとも 3回は述べている [4, pp. 195 - 196,

422 - 426, 447]. 最初の 2つには証明がついているが, 不完全であるように思わ
れる. もっと最近, 完全な証明がねじれ微分同相写像, すなわち, f ∈ T 1に対
して証明された [6,7]. 自由度の高い系への興味深い一般化が [8]に与えられて
いる.

[6]または [7]の手法が f ∈ P1に対して有効であることは明らかでない. 本
補遺では, バーコフの定理の証明を f ∈ P1に対して行なう. この証明はバーコ
フのやり方に沿ったものである.

C1 曲線 γ : (−∞, 0] → R/Z × R を考える. この γ は C1 埋め込み (つ
まり 1対 1であって γ′ はゼロにならない)であって, γ2(t) (γ(t)の第二座標)

は, t → −∞のとき −∞に向かうとする. γの傾き (tilt) τγ を以下のように
定義する. τγ(t) ≡ arc cot (γ′

1(t)/γ
′
2(t)) (mod 2π)であって, s ≤ t0 のとき

γ2(s) ≤ γ2(t0)なら, |τγ(t0)| ≤ π/2 である. 簡単にわかるように, ただひとつの
実数値関数 τγが (−∞, 0]上にあって, これら 2つの条件を満たす.

これを示すための最初の 1段として, tが十分小さいとき, γ′(t) = 0 の場合を
考える. この場合, tが十分小さいとして τγ(t) = 0を定義する. γ2(s) ≤ γ2(t0)

(s ≤ t0)のときに |τγ(t0)| ≤ π/2であることを証明するために, t1 < t0を取り,

s ≤ t1なら γ′
1(s) = 0, t1 ≤ s ≤ t0なら γ2(t1) < γ2(s) < γ2(t0) となるようにす

る. Aを円環R/Z∩ [t1, t0]とし, Γ = γ[t1, t0] ⊂ Aとする. 微分位相幾何学の標
準的な結果によれば, Γから直線への C1イソトピーがある. 要請された結果,

すなわち, |τγ(t0)| ≤ π/2, はただちに従う.

一般の状況をこのケースに帰着できることを以下で示そう. 明らかに, (−∞, 0]

上の連続関数 τγで

τγ(t) ≡ arc cot γ′
1(t)/γ

′
2(t) (mod 2π)

なるものが存在する. このような関数は 2πn (n ∈ Z)の不定性を除いて定義さ
れる. 要請された性質を持つ τγを選ぶことができることを示すには, t0 < t1が
条件 s < t0を満たし, γ2(s) < γ2(t0) (s < t) を意味し (?), γ2(s) < γ2(t1) およ
び γ′

2(t0), γ′
2(t1) > 0, を意味するなら, |τγ(t0)− τγ(t1)| < πであることを示すこ
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とである (??). このために, (微分位相幾何学の標準的結果を使って) tが十分
小さいときに, γを γ′(t) = 0なる曲線にイソトープし, しかも, その際 γ|[t0, t1]|
を変えずにおける. 新しい γに対して, 要請された性質を持つ τγをすでに定義
した. 新しい γに対して tauγを定義するイソトピーを使うことも出来る. イソ
トピーは γ|[t0, t1]|を変えないから, τγ|[t0, t1]|も変えない. だから元の τγ は要
請された性質を持つ.

γが正方向に傾いているとは, τγがいたるところ正のときであり, γが負方向
に傾いているとは, τγがいたるところ負のときである.

f ∈ P1という事実より簡単に証明できるように, γが正方向に傾いていると,

f ◦ γも正方向に傾いており, γが負方向に傾いていると, f
−1 ◦ γ も負方向に傾

いている.

点 x ∈ U が正 (あるいは負に)に到達可能とは, 正に (または, 負に)傾いた
C1曲線 γ : (−∞, 0] → Uがあって γ(0) = xのときである. U+ (または, U−) は
U 内の, 正に (または, 負に) 到達可能な点の集合であるとする. 前段落の結果
と, U が f 不変であるという仮定から, fU+ ⊂ U+ および f

−1
U− ⊂ U+が成り

立つ.

点 (x1, x2) ∈ U が鉛直に到達可能であるとは, y ≤ x2 なる点 (x1, y)が U

に属するときである. 鉛直に到達可能な点の集合を U0 と書く. 本補遺末に,

U0 = U− ∩ U+であることの証明の概略を書く. 本質的に同じ結果が [9, 命題
1.2]で述べられている. そこでは, 文献 [10] と [4,pp. 422 - 425]が引用されて
いる. しかし, 本著者は, それらの引用文献のどこにも証明を見つけることは
できなかった. ただし, 似たようなことが証明されてはいた. 本証明は, それら
の証明を見た読者ならできるはずのことである.

U0 = U−∩U+から, U0 �= UならU+ �= UまたはU− �= Uが成り立つ. U+ �= U

なら簡単にわかるように, fU+はU+の真部分集合である. ところが, これは f

が完全面積保存であることに矛盾する. 同様に, U− �= U なら簡単にわかるよ
うに, f

−1
U−はU−の真部分集合である. こんども, これは f が完全面積保存で

あることに矛盾する.

この矛盾により U0 = U が出る.

(x, y) ∈ R2に対して, hε(x, y) = (x, y + εx)とし, hεは (R/Z×Rの誘導微分
同相写像であるとする. ε > 0が十分小さいと, hε ◦ f ◦ h

−1

ε , h
−1

ε ◦ f ◦ hε ∈ Pで
ある. だから, いま得られた結果をこれらの微分同相写像に適用できる. ただ
し, 第一の場合は U を hε(U)で置き換え, 第ニの場合は h

−1

ε (U)で置き換える.

直上で得られた結果より, hε(U)0 = hε(U) および h
−1

ε (U)0 = h
−1

ε (U) である
ことがわかる. ここで, 添字 0は, どちらの場合も鉛直に到達可能な点の集合を
表わす.

このことは十分小さな ε > 0すべてに対して成り立つから, U のフロンティ
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アはリプシッツ関数のグラフである. �

上の議論はバーコフによる. しかし, バーコフは U0 �= U なら U− �= U また
はU+ �= U であることを明らかであるとした. この点に関して困難があったの
で, 以下でこれを証明する.

U0 = U− ∩ U+の証明.

明らかに, U0 ⊂ U− ∪ U+である. 逆方向の包含関係を示すために, U\U0内
の点 P を考え, これが U− ∩ U+ 内にないことを示す. W は U\U0の連結成分
のうち P を含むものとする. Lは V 内のW のフロンティアであるとする. U0

の定義より, Lは鉛直線分の和である.

実は, Lは単一の鉛直線分である. すなわち, 連結成分ひとつからなる. とい
うのは, L0とL1がL内の 2つの連結成分であるとすると, 以下のように矛盾が
出る. L0の点 P0とL1の点 P1を結ぶ単純弧Λ0で, (端点を除いて)W に含まれ
るものを選ぶことができてしまう. 同様に, (端点を除いて)V0に属するP0とP1

を結ぶ単純弧Λ0を選ぶことができてしまう. このとき, Λ0 ∪Λ1は (R/Z)×R

内の単純閉曲線となり, (R/Z) × Rを 2つの領域に分けてしまう. そのうちの
ひとつRはU に属するはずである. しかしL0の端点は (Lの定義により)Uの
補集合内にあり, ひとつはR内にあるはずである (なぜなら, Λ0 ∪ Λ1は L0と
1回だけ交わるからである). これは矛盾である. この矛盾からすると, Lは単
一の鉛直線分である.

明らかに, Lの片側の近くの点は U0内にあり, 反対側の点はそうではない.

たとえば, Lの右側に近い点が U0に含まれる場合を考えよう.

この場合, P �∈ U+であることを言いたい. そうでないとする. すると, 正に
傾いた弧 γ : (−∞, 0] → (R/Z) × R で, γ(0) = P なるものが存在する.

さて, 普遍被覆内で図を考える. P̃ は普遍被覆への P の持ち上げを表わすと
する. γ̃は普遍被覆への γの持ち上げであって, γ̃(0) = P̃ を満たすものとする.

W̃ は普遍被覆内のW の逆像の成分のうち, P̃ ∈ W̃ なるものとする. L̃はUの
逆像内の W̃ のフロンティアを表わすとする. だから, L̃は普遍被覆へのLの持
ち上げであり, 単一の鉛直線分である. L̃∗は L̃上のすべての点または L̃の直下
の点の集合を表わすとする (だから L̃∗はR2の鉛直 rayである). L̃∗∗は L̃∗を含
む鉛直線であるとする.

Q̃0 = γ̃(t0)は L̃∗∗の最高点であって, そこで γ̃(−∞, 0]が L̃∗∗と交わるとする
(?). [9, 4.3]での議論によれば, γ̃(−∞, t0)は全体が L̃∗∗の左にある. というのは,

そうでないとすると, γ̃は正の傾きを持たないことになってしまう. (γ̃(−∞, 0]

は L̃と交わる. というのは, P̃ = γ̃(0) ∈ W̃ であり, L̃は U の逆像の中の W̃ の
フロンティアであり, 十分小さな tに対して γ(t) ∈ Uだからである.) だから最
小の t1があって γ̃(t1) ∈ L̃∗ および t1 ≥ t0を満たす.
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さて, 小さな δ > 0に対して, γ̃(t1 − δ)が L̃∗の左にあるか,右にあるかによっ
て 2つのい場合を考えよう. γ̃(t1 − δ)が左にある場合, [9, 4.3]の議論によれば,

Q̃1 = γ̃(t1)は L̃∗∗の最高点であって, そこで γ̃(−∞, 0]が L̃∗∗と交わる. とい
うのは, そうでないとすると, γ̃は正の傾きを持たないことになるからである.

γ̃(−∞, 0]が L̃と交わること, および L̃∗上の点がすべて L̃上またはそれより下
にあることから, Q̃ ∈ L̃が出る. ところが, このとき γ̃(t1 − δ) ∈ W̃ である. な
ぜなら, U の逆像内の点のうち, L̃の左にあるものは W̃ 内にある. しかし, こ
のとき γ̃(t)は, ある t < t1 − δにおいて L̃と交わる. これは t1の定義に矛盾す
る (tは γ̃(t) ∈ L̃∗を満たす最小のものであった). この矛盾によれば, γ̃(t1 − δ)

は L̃∗の左にない.

γ̃(t1 − δ)は L̃∗の右にある場合, L̃′を, γ̃(t1 − δ)から下りる鉛直 rayとする.

γ̃(t1 − δ) ∈ U0であるから, (R/Z)×Rヘの L̃′の射影L′はU内にある. だから,

Λ = γ̃(−∞, t1 − δ)∪ L̃′ はU の逆像内にある. これは単純閉曲線であり, R2を
2つの部分に分ける. そのうちのひとつは, 十分大きなBに対してR× [B,∞)

を含み, もうひとつは L̃を含み, Uの逆像に含まれる. しかし, L̃の端点はUの
逆像に含まれないから, これは矛盾である.

この矛盾により, Lの右側近くの点がU0に含まれるとき P �∈ U+が出る. だ
から, いずれの場合も, P �∈ U− ∩ U+ である. これは主張通りである. �
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