
第 I章　バーコフの理論

序．

これから利用するBirkhoffの結果 [1, §44－ §47]について説明する．Birkhoff

[2]と [3]も参照して欲しい．講義の内容とBirkhoffの結果との関係は次のとお
りである；結果 2.2と 2.3＝B[1, p.196]，2.4=B[1, p.200-201]，3.1=B[1, p.195-

196]，5.7～B[1, §46]，5.9.2～B[§47]．結果5.1から5.6はBirkhoff[3]に述べられ
ている．5.8および5.9においてRobinson[1]の生成性に関する結果とJ.Moser[1]

の定理に拠りつつBirkhoff[3]の不安定ゾーンを説明する (Moserの定理の証明
についてはHerman[2]が参考になる)．

Alexanderの双対性の S2における初等的説明のためにWall[1]を参照された
い．Jordanの定理の証明はWall[1], Jordan-Schönfliesの定理の証明は New-

man[1,VI]を見よ．conform representationの定理の証明については Rudin[1]

を参照されたい．

記法.

n次元のトーラスをTn = Rn/Znで表わす．Homeo+(T1)はT1の方向保存
の同相写像の群を表わし, Diffk+(T1)はT1の方向保存のCk級の微分同相写像
の群を表わす．
関数ϕ ∈ C0(R)がリプシッツであるとは

sup
x�=y

| ϕ(x) − ϕ(y) |
| x− y | = Lip(ϕ) < +∞,

のときである．Lip(T1) = {ϕ ∈ C0(R) | ϕはZ-周期的かつ Lip(ϕ) < +∞}
と書くことにする．写像 (application)h ∈ C0(T1,T1)はT1の群の距離関数
(‖ · ‖と表わす)のRの標準的な距離関数による商がリプシッツであるときリ
プシッツであると言うことにする．このときhのリプシッツ率をLip(h)と書く．
((Xi, di), i = 1, 2を２つの距離空間とするとき,写像 f : (X1, d1) → (X2, d2)は,

K > 0が存在し, x, y ∈ X1に対して, d2(f(x), f(y)) < Kd1(x, y)となるとき,

リプシッツと呼ばれることを思い起こそう.)

T1のCk級の関数空間をCk(T1), k ∈ Nと書く．f ∈ Ck(T1)のとき, Dkfは
fの k階の微分を表わす．
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Xが可分な位相空間のとき, Xの円はT1をXへ連続な単射 (埋め込み)で写
した像Cである．Cはまた埋め込み円または単純閉曲線とも呼ばれる．Cは
T1に同相である．
f(C) = Cであるとき, CはXの同相写像 fのもとで不変であると言われる．

n ≥ 1とし, ϕ : X → Rnは連続関数であるとする．||ϕ||C0 = supx∈X ||ϕ(x)||
と書く．ただし, y = (y1, ..., yn) ∈ Rnとして, ||y|| = supi |yi|. 円盤 {(x1, x2) ∈
R2 | x2

1 + x2
2 ≤ 1}をD2 で表す．

1.1. Aは次の多様体のどれかを表わすとする：T1 ×R,T1 × [0,+∞[, または
T1×[0, 1]．fはAのCk(k ≥ 1)級の微分同相写像であって恒等写像にホモトープ
であるとする．0 < ε < π/2に対してCI(ε)は,半直線ODが | angle(OD,Oθ) |≤
π/2 − εを満たすようなR2の円錐であるとする．
逆の円錐をCII(ε) = −CI(ε)で表わす．

　　　図

1.2. fはAのC1級の微分同相写像であるとし, Dfは fの接写像, Aの接空間
には標準的な自明化（trivialisation）がなされているとする．Aの鉛直なベク
トル場はベクトル場 vx = (0, 1), x ∈ Aである．点xにおける写像DfをDfxと
書くと, Dfx : {x} ×R2 → {f(x)} × R2 である．

定義：Aの微分同相写像 fは, 0 < ε < π/2があって, すべてのx ∈ Aに対して

次の条件をみたすとき, 鉛直線を左に (resp. 右に)傾ける (あるいは回転させ
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る)といわれる．

Dfxvx ∈ CII(ε) (resp. CI(ε)),

Df−1
x vx ∈ CI(ε) (resp. CII(ε)).

fが鉛直線を左に傾けるなら, f−1は鉛直線を右に傾ける．

Dfx =

⎛
⎜⎝ a(x) b(x)

c(x) d(x)

⎞
⎟⎠

と書いたとき, C > 0が存在して,すべてのxに対してb(x) < −Cかつa(x)d(x)−
b(x)c(x) ≥ Cならば微分同相写像 fは鉛直線を左に傾ける．

1.3. 例： a) t(r) ∈ Ck(R), k ≥ 1が dt(r)/dr ≥ ε0 > 0を満たすとする．この
とき, 微分同相写像 (θ, r) ∈ T1 × R → (θ + t(r), r) は鉛直線を右に傾ける．

b) ϕ(θ) ∈ Ck(T1)および f(θ, r) = (θ + r, r + ϕ(θ + r)), f−1(θ, r) = (θ −
r+ϕ(θ), r−ϕ(θ))とする．T1 ×Rの微分同相写像 fはリュベーグ測度dθ∧dr

を保存する．f は恒等写像にホモトープであり, また f は鉛直線を右に傾け
る．f が大域標準 (global canonical)微分同相写像であるための必要十分条件
は

∫ 1
0 ϕ(θ)dθ = 0である．そのとき, fは交差性 (intersection property)を持つ

(Herman[2, §2]参照)．
fはT2 = (T1 × R)/(θ, r) ∼ (θ, r + 1) の微分同相写像を定義することに注
意しよう．それは (θ, r) ∈ T2 → (θ + r, r) ∈ T2にイソトープである．

1.4. 注意： fがAの微分同相写像であって鉛直線を傾けるなら, η > 0が存在
し, gがAの微分同相写像であって supx∈A |||Dfx −Dgx||| < ηを満たせば gも
鉛直線を傾ける (||| · |||はL(R2,R2)のノルムである)．

Diff1(A)上のC1一様位相とはA上の一様収束の位相とヤコビ行列の一様収
束の位相を加えたものである．

1.5. fがAの微分同相写像であって鉛直線を左に傾けるとき, η > 0があって,
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すべての x ∈ Aに対して
3π

2
> angle(

−→
Oθ,Dfx

−−−→
OD+) >

π

2
,

−π
2
< angle(

−→
Oθ,Df−1

x
−−−→
OD−) <

π

2
,

が成り立つ．ここでD+ = (1, η), D− = (1,−η)である．
(Dfx(

−→
Or) ∈ CII(ε), Dff−1(x) ·Df−1

x (
−→
Or) = �Or,Df−1

x (
−→
Or) ∈ CI(ε)であること,

および半直線の方向 (すなわちS1)に働く行列B ∈ GL+(2,R)は順序を保存す
ることに注意する．)

　　　図

　　　図

fがAの微分同相写像であって恒等写像にホモトープであり, 上に述べた性
質を持つなら, fは鉛直線を左に傾ける．

2.1. AのC1級微分同相写像 fで恒等写像にホモトープなものが与えられたと
する．ϕ ∈ C0(T1)が存在し, ϕのグラフ: C = {(θ, ϕ(θ)) | θ ∈ C0(T1)}が fに
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関して不変であるとする．p1(θ, r) = θを第一座標への射影とする．g = p1(f |C)

とおく; gは円T1の同相写像で方向を保存する．なぜなら fは恒等写像にホモ
トープであるから．円Cは fのもとで不変 (なわち, f(C) = C)であるから,

f(θ, ϕ(θ)) = (g(θ), ϕ(g(θ))).

2.2. 2.1の微分同相写像 fは鉛直線を (左へ)傾けるとする．η > 0は 1.5で定
義された数とする．

命題：鉛直線を傾ける微分同相写像 fがϕ ∈ C0(T1)のグラフである円Cを不
変にするなら, ϕはリプシッツであって, また

| ϕ(θ) − ϕ(θ′) |< η ‖ θ − θ′ ‖ for ‖ θ − θ′ ‖≤ 1/2,

が成り立つ．ここで θ ∈ T1で θ̃が θのRへの持ち上げであれば

||θ|| = Infp∈Z|θ̃ + p|.
証明： A（T1 × Iに微分同相である．ただし, I = RまたはR+または [0, 1]

である）の普遍被覆 Ã = R× Iの上で考えよう．また fの持ち上げを f̃で表わ
す．f̃は ϕ̃のグラフ C̃を不変にする．ここで ϕ̃ = ϕ ◦ pで, p : Ã→ Aは射影で
ある．gは g̃ ∈ Homeo+(R)に持ち上がり, g̃(θ + 1) = 1 + g̃(θ)を満たす．鉛直
線を左へ傾ける性質は f̃も持っている．
同相写像 g̃は順序を保存し, Rの方向を保存する (Rにひとつの方向を選んで
おく)．
θ < θ1なら

|angle(
−→
Oθ,−→yy1)| ≤ π

2
.

ただし, y = f̃(θ, ϕ̃(θ)) = (g̃(θ), ϕ̃(g̃(θ)), y1 = f̃(θ1, ϕ̃(θ1)) = (g̃(θ1), ϕ̃(g̃(θ1)))．
すべての θ ∈ T1に対して ε(θ) > 0が存在して

(−ε(θ) < θ − θ1 < 0) =⇒ ϕ̃(θ1) − ϕ̃(θ)

θ1 − θ
< η.

(これは次の事実から出る．すなわち, f̃がC1級であること,および背理法のた
めに θi > θ, θi → θなる列で ϕ̃(θi)−ϕ̃(θ)

θi−θ ≥ ηなるものが存在すると仮定すると 1.5

により angle(
−→
Oθ,−→yy1) >

π
2 となるが, これは不可能であること.)
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　　　図

同様に, すべての θ ∈ T1に対して ε1(θ) > 0が存在して

(ε1(θ) > θ − θ1 > 0) =⇒ ϕ̃(θ1) − ϕ̃(θ)

θ1 − θ
< η.

f̃−1に対して同じ論理を展開すれば, すべての θ ∈ T1に対して ε2(θ) > θが存
在して

(0 <| θ − θ1 |< ε2(θ)) =⇒| ϕ̃(θ) − ϕ̃(θ1) |≤ η | θ − θ1 | .
区間 ]θi−ε2(θi), θi+ε2(θi)[, 1 ≤ i ≤ N によるT1の有限被覆を考えれば, ε3 > 0

があって, 0 <| θ − θi |< ε3なら, i = 1, 2, . . . , N に対して | ϕ̃(θ) − ϕ̃(θi) |≤
η | θ − θi |を得る．したがって, ε4 > 0があって, 0 <| θ − θ′ |< ε4なら
| ϕ̃(θ) − ϕ̃(θ′) |≤ η | θ − θ′ |を得る．
関数 ϕ̃ ∈ C0(T1)はしたがってリプシッツである．ϕ̃はリュベーグ測度 dθに
関しほとんどいたるところ微分可能であり, Dϕ̃ ∈ L∞, ‖ Dϕ̃ ‖L∞< ηである (な
ぜならこれは局所的に成り立つから)．
したがって, R上の θおよび θ′に対して, ϕ̃(θ) − ϕ̃(θ′) =

∫ θ
θ′ Dϕ̃(t)dtであり,

したがって
|ϕ̃(θ) − ϕ̃(θ′)| ≤ η|θ − θ′|. �

2.3 系：2.2と同じ仮定のもとで, 同相写像 gと g−1は (‖ · ‖で定義される群距
離関数に対して) T1上でT1のリプシッツ写像である．

証明：f |Cとf−1|Cのリプシッツの比の上限をkで表わす(Aにはd((θ, r), (θ′, r′)) =

sup(||θ − θ′||, |r − r′|)で誘導される距離を用意しておく)．次が成り立つ．

g = p1 ◦ f |C ◦Φ
g−1 = p1 ◦ f−1 |C ◦Φ.
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ここでΦ(θ, r) = (θ, ϕ(θ))および p1(θ, r) = θ（第一射影）である．次の等式が
結果として得られる．

sup(Lip(g),Lip(g−1)) ≤ k sup(1,Lip(ϕ)). �

2.4.1. fはAの微分同相写像であって鉛直線を右に傾けるとする．fはC0(T1)の
要素ϕ1とϕ2のグラフである円C1とC2を不変にするとする．f̃をfの Ãへの持
ち上げとする．fi = f̃ |C̃i

, fi ∈ D0(T1) = {f ∈ Homeo+(R) | f − Id ∈ C0(T1)}
とおく．ここで, C̃iはCiの Ãへの持ち上げを表わす．
g ∈ D0(T1)なら, ρ(g) ∈ Rはその”回転数”である（Herman [1,II]参照）．
回転数は点に無関係だから, C1 ∩ C2 �= ∅なら, ρ(f1) = ρ(f2)である．

2.4.2. 命題：ϕ1 < ϕ2なら ρ(f1) ≤ ρ(f2)である．

証明： Herman[1,III.4]により, すべての θ ∈ Rに対して, g̃1(θ) < g̃2(θ)を示せ
ば十分である．ここで g̃i(θ) = p1(f̃(θ, ϕi(θ)))である (giはfiにC0共役である)．
さて f(θ, r) = (f̃1(θ, r), f̃2(θ, r))および θ ∈ Rとすると,

g̃2(θ) − g̃1(θ) =
∫ 1

0

∂f̃1

∂r
(θ, ϕ̃1(θ) + t(ϕ̃2(θ) − ϕ̃1(θ))(ϕ̃2(θ) − ϕ̃1(θ))dt.

ところが f は鉛直線を右へ傾けるから, ∂f̃1
∂r (θ, ϕ̃(θ) + t(ϕ̃2(θ) − ϕ̃1(θ)) > 0で

ある． �

2.4.3. Herman[1, III.4]により, ρ(f1) �∈ Qまたは ρ(f2) �∈ Qであれば, ρ(f1) <

ρ(f2)である．

2.4.4. 補足：2.4.1と同じ仮定のもとで, さらに f がリュベーグ測度を保存す
ることを仮定すれば, ϕ1 < ϕ2のとき ρ(f1) < ρ(f2)である．

証明：2.4.2と2.4.3により, ρ(f1) = ρ(f2) = p
q
と仮定できる．ここで p

q
∈ Q, q ≥ 1

および (p, q) = 1である．i = 1, 2に対して, xi = (θi, ri)はR−p ◦ f qi の不動点で
xi ∈ C̃iとし, x2は C̃2上R−p ◦ f q2の不動点のうちはじめて直線 {θ1}×Rの右に
あるものとする. (θ1 = θ2をはじめから排除はしない.) y1 = C̃2 ∩ ({θ1} × R),

y2 = C̃1 ∩ ({θ2}×R)とおく．x2 �= y1なら, Rを [x1, y1]∪ (C̃2上のArc(y1, x2))∪
[x2, y2]∪ (C̃1上のArc(y2, x1))で囲まれた円盤とする．
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　　　図

3.5.6(iii)と同様な論拠による．R−p ◦ f̃ q([x1, y1])は x1 ∈ C̃1を出発するC1級
の負の道であり, f̃ は各曲線 C̃i, i = 1, 2とともにその上の方向を保存し, f̃ は
鉛直線を右へ傾け, R−p ◦ f̃ q(y1)はR−p ◦ f̃ q([x1, y1])と C̃2との最初の交点であ
り, R−p ◦ f̃ q(y1) = (θ′, r′)とおけば θ1 < θ′ < θ2である．したがって θ1 = θ2に
なるのは不可能である．3.5.6(i)より, R−pf̃ q(]x1, y1[)は領域Rの内部に含まれ
る．同じ結論がR−p ◦ f̃ q(]x2, y2[)にも言える．曲線 C̃iは区間 [xi, yi], i = 1, 2と
同様リュベーグ測度はゼロである．これは f̃がリュベーグ測度を保存すること
に矛盾する． �

注意： 一般に, n ∈ Nが大きければ, 微分同相写像 fnは鉛直線を右に傾けな
い．(例えば, C1とC2によって限られる領域上に fが無理数的楕円周期点 (un

point périodique elliptique irrationnel)を持つと仮定すれば十分である.) 逆に,

n ≥ 1なら, 道 f̃n([x, y1])は f̃n(x1) ∈ C̃1を出発する負の道である (すなわち,鉛
直線および曲線 t → ϕ(t) = f̃n((1 − t)x1 + ty1), 0 ≤ t ≤ 1の接線との間の角
度 angle(vx,

dϕ(t)
dt ), x = ϕ(t)はいつも代数的に負である．このためには選んだ

普遍被覆上で t = 0から出発してϕ(t)に沿い, t = 0のときの条件を満たすよう
に角度を決めておけばよい)．

3. Birkhoffの定理

3.1. T1×R+(R+ = [0,+∞[)のCk級 (k ≥ 1)微分同相写像fで鉛直線を左に傾
けるものが与えられたとする (fはT1 ×{0}を不変にする)．fは support(μ) =

T1 ×R+なるラドン測度μ > 0を保存するとし, 以下を仮定する：
・　UはT1 × R+上で閉包がコンパクト (閉包をで表わす)；
・　UはT1 × R+に微分同相である；
・　 δ > 0があって {0 ≤ r ≤ δ} ⊂ Uである；
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・　Uはその閉包の内部である (すなわち, Int(U) = U);

・　Uは fに関して不変である (すなわち, f(U) = U)

C =Fr(U)でT1 × R+上のUの境界集合 (フロンティア) を表わす．

定理： 上記の条件のもとで, Fr(U)は関数ψ ∈ C0(T1)のグラフである．

　　　図
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3.2. 定理 3.1は 3.6節で証明する．
T1 × R+にT1 × {0}に沿って円盤D2をくっつければ, (T1 × R+) ∪ D2は

R2に同相である．U ∪ D2はR2において開単連結である (閉包がコンパクト)

から, R2におけるU ∪D2の境界点集合 (フロンティア)はコンパクトで連結で
ある (Wall[1, 14.10]参照)．

(Birkhoffが”曲線”と呼んだものはわれわれが今日連続体と呼ぶものである
ことを注意しておく：コンパクトで連結ということは必ずしも局所連結である
ことを意味しない)．

注意： 先験的に, Fr(U)はとても複雑である.

　　　図

U ∼= S1 × Rと仮定する必要がある．実は, T1 × [0, 1]の上では, ベクトル場
は, 4個の臨界点を持つS2上のMorse関数に由来するS2上のハミルトニアン
から誘導されるものであり,次の条件を満たす不変領域V を持つ. すなわち, V

は π1(V ) = Z ∗ Zを満たし, その境界 ∂V はψ ∈ C0(T1)のグラフでない.

　　　図
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3.3. 準備から始めよう．
3.3.1. θ ∈ T1に対して, ϕ(θ) = Inf{y | (θ, y) ∈ (T1 × R+) − U}とお
く．関数 ϕ : T1 → R∗

+は下半連続である (実際, ϕ(a) = lim infθ→a ϕ(θ)で
ある．なぜなら, (T1 × R+) − Uは閉じているから．ここで lim infθ→a ϕ(θ) =

limε→0(infθ∈]a−ε,a+ε[(ϕ(θ)))である．Bourbaki [1, §6 n◦2およびEx. §6, n◦8参
照].

　　　図

3.3.2. したがってV = {(θ, y) ∈ T1×R+ | ϕ(θ) > y}は開である．V はT1×{0}
から出発して鉛直線によって到達できるUの点の集合である．

3.3.3. ϕはBaireの第一階級の関数であるから, ϕの連続点の集合GはT1にお
いてGδ稠密である．

3.3.4. 以下の関数は θ ∈ T1に対し定義されR上に値を持つとする：

ϕ+(θ) = lim sup
y→θ,y∈G

ϕ(y),

ϕ−(θ) = lim sup
y→θ,y∈G

ϕ(y).

すべての θ ∈ T1に対して, ϕ(θ) ≤ ϕ−(θ) ≤ ϕ+(θ)である．関数ϕ+およびϕ−
はそれぞれ上半連続および下半連続である．

3.3.5. 3.3.3および lim infの定義より,

V の閉包 = V = {(θ, y) | ϕ+(θ) ≥ y},
および

Int(V ) = {(θ, y) | ϕ−(θ) > y}.
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(ϕ−は下半連続の関数≤ ϕ+の最大のものであることに注意). すべての θ ∈ T1

に対して, ϕ(θ) ∈ Fr(U)およびϕ+(θ) ∈ Fr(U)である．

3.3.6. Xが位相空間でUがXの開集合のとき, W = Int(U) ⊃ Uであり, 開集
合W はその閉包の内部であることを思い起こそう．

3.4.

3.4.1. 距離化可能かつ完備な位相空間Xが与えられたとする．したがってX

はBaire位相空間である．Xの同相写像 fが与えられたとする．

3.4.2. Xに f(Λ) = Λなる部分集合Λが与えられたとする．このとき

f(Λ) = Λ, f(Int(Λ)) = Int(Λ), および f(Fr(Int(Λ))) = Fr(Int(Λ)).

3.4.3. f の非遊走集合 Ω(f)はX に等しいとする (すなわち, U がX の開集
合で f(U) ⊂ U のとき U − f(U)は U 上で内点のない閉集合である)．V が
f(V ) ⊂ V なる開集合なら, V のGδ 稠密な集合Λで f(Λ) = Λなるものがある.

(Λ = ∩n∈Nf
n(V )ととればよい.)

3.4.4. 微分同相写像f , 開集合Uで3.1の仮定を満たすものが与えられたとする
(十分すぎる？？)．このとき, f |Uは確率測度ν = 1

μ(U)μ|Uを保存し, support(ν) =

Uである．したがって, ポアンカレの回帰定理により,

Ω(f |U) = U.

3.4.5. 以下では 3.1と同じ仮定をおき, 3.3で定義された開集合V を考える．集
合Λ ⊂ V でV において稠密かつ f(Λ) = Λなるものの存在を仮定する．

命題：上の仮定のもとで, Fr(U)はψ ∈ C0(T1)のグラフである．

証明：3.4.2より f(V ) = V および f(Int(V )) = Int(V )である．V ⊂ U であ
る．ϕ+ = ϕ−であることを示そう（3.3.5を見よ）．したがって, ϕ+ ∈ C0(T1),

V = {(θ, y) | y ≤ ϕ+(θ)}である．また {(θ, y) | y = ϕ+(θ)} ⊂ Fr(U)であるが,

U（およびU）は連結であるからU ⊂ V であり, したがって Int(U) = Uであ
るからU = Int(V )である．
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すべての θ ∈ T1に対してϕ+(θ) = ϕ−(θ)であることを示すために,背理法で
いく．
線分 [ϕ−(θ), ϕ+(θ)] ⊂ Fr(Int(V )) ⊂ Fr(V )である．以下のうちのどれかが起
こると仮定できる：z ∈ [ϕ−(θ), ϕ+(θ)]のとき

a) 列 xi = (θi, yi)があって, θi > θかつ i → +∞のとき θi → θであり,

xi = (θi, yi) → zおよび (θi, yi) ∈ Λ ⊂ V を満たす；
b) a)と同じ列があってθi < θを満たし,それ以外はすべてa)の条件を満たす．
可能性 a)を排除しよう（ケース b)も f−1を考えれば同様である）．
fは鉛直線を左に傾け, fはC1級であるから, ϕ−(θ)に十分近い zに対して, f

はDf(θ,ϕ−(θ))に非常に近く,状況を図に示されたように表わせる；その上f(xi) ∈
Λ, f(xi) → f(z)である．

　　　図

f(xi) ∈ Λ ⊂ V であるから鉛直な線分は Si = [(θ1
i , 0), f(xi)] ⊂ V を満たす．

ただし p1(f(xi)) = θ1
i である．

iが十分大きいとき, L(θ)を線分L(θ) = [(θ, ϕ−(θ)), (θ, ϕ+(θ))]として Si ∩
f(L(θ)) �= ∅である（2.4.2の証明参照）．L(θ) ⊂ Fr(Int(V )) ⊂ Fr(V )かつ
f(Fr(Int(V ))) = Fr(Int(V ))であるからこれは不合理である．したがって a)は
不可能である．ケース b)も同様である．

3.5. V の右および左の領域
3.5.1. θ ∈ T1とすると, ϕ(θ) ≤ ϕ+(θ)であり, その上, ϕ(θ) ∈ Fr(U)および
ϕ+(θ) ∈ Fr(U)である．次の条件を満たす [A,B] ⊂ {θ} × [ϕ(θ), ϕ+(θ)]の存在
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を仮定する：
A,B ∈ Fr(U) および ]A,B[ ∩ Fr(U) = ∅

3.5.2. このとき, 線分 ]A,B[はUを２つの部分U1とU2に分ける．ただし, U1

はT1 × R+に微分同相であり, U2はR2に微分同相である．(R2 ∼= U ∪ D2 ⊂
S2 = R2 ∪ {+∞}と考えれば, ]A,B[∪{+∞}は埋め込まれた円であり, このと
き Jordan-Schönflies（Neumann [1]参照）の定理を適用すればよい)．
領域U2が単連結で V の左に（resp. 右に）あれば [A,B]は V の領域を左か
ら（resp. 右から）限るということにする．

　　　図

3.5.3. 補題：２つの線分 [A,B] ⊂ {θ} × [ϕ(θ), ϕ+(θ)]および [A′, B′] ⊂ {θ} ×
[ϕ(θ), ϕ+(θ)]が与えられ, 3.5.1の仮定を満たすとする．[A,B]がある領域を右
から限れば [A′, B′]についても同じである．

証明：図 Iおよび IIが不可能であることを示そう．
ある列 θi → θで θi ∈ G (ϕの連続点)かつϕ+(θi) → ϕ+(θ)なるものがある．

V の定義により, {θi}× [0, ϕ+(θi)[⊂ V であり, この線分はU2およびU ′
2の境界

集合と交われない．さて, iが十分大きいとき, U2とU2
′がV の同じ側になけれ

ば, これが必然的に起こる． �
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図

3.5.4. 関連した議論により, 以下の事実を得る：
・U上の道でT1 × {0}の点を V の左にある領域の点に結ぶものを [A,B] ⊂

{θ} × [ϕ(θ), ϕ+(θ)]で定義する．このときこの道は ]A,B[と交わる．
・U上の道でV の点をU − V の点に結ぶものは, 線分 {θ} × [ϕ(θ), ϕ+(θ)[に
交わる．

定義：ϕ̂ : [0, 1] → Uは ϕ̂(0) ∈ T1 × {0}なるC1級の埋め込み道とする．(C1

級で埋め込まれた)道 ϕ̂が正（resp. 負）と呼ばれるのは, ϕ̂(0) ∈ T1 × {0}
を出発し, ϕ̂(t), t ∈ [0, 1]に沿っての代数的角度を選んだとき, dϕ̂(t)

dt とベクトル
v = (0, 1)の角度がつねに代数的に厳密に 0より大きい (resp. 厳密に 0より小

さい)ときである．ただし t = 0のとき角度は区間 ]0, π/2[(resp. ]−π/2, 0[)内
にあるとする.

正に埋め込まれたC1級の道は鉛直線を左に回転させる道とも呼ばれる．

図　
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図　

注意：V のすべての点は正に（resp. 負に）埋め込まれたC1級の道によって近
づける．
道 ϕ̂ : [0, 1] → U は埋め込み (すなわち, dϕ̂(t)

dt �= 0かつ２重点なし)かつ
ϕ̂(0) ∈ T1 × {0}でなければならない．
3.5.5. 開領域 U2を V の右に限る ]A,B[⊂ {θ} × [ϕ(θ), ϕ+(θ)]が与えられたと
する．

補題：正に埋め込まれたすべてのC1級の道 ϕ̂に対して, ϕ̂(1) �∈ U2である．

証明：T1 ×R+の普遍被覆R×R+の上で考える．また, 道 ϕ̂の持ち上げを ϕ̃

と書く．t0は非常に小さい t ∈ [0, 1]であり, ϕ̃(t0) ∈]A,B[を満たし, ε > 0が
あって, ϕ̃(]t0, t0 + ε[) ∈ U2であるとする．次が成り立つ．

| angle( �Oθ,
dϕ(t0)

dt
)mod(2π) |≤ π/2.

図

3.5.6. 正に埋め込まれたC1級の道 ϕ̃は次の性質をもつ．
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i) a = ϕ̃(0)で t > 0のとき, p1(ϕ̃(t)) < a (p1(θ, r) = θ),

ii) t1が非常に小さい tであって ϕ̃(t1) = (θ1, y1)が {θ1} × R+と交わるなら,

代数的に (ϕ̃(0)を出発する方向を考えて)次を得る：

0 < angle(vx,
dϕ̃(t1)

dt
) ≤ π, ただし x = ϕ(t).

図

iii) そのうえ, t2 ≥ t1が ϕ̃(t2) = (θ1, y2)を満たせば y2 ≤ y1.

図

主張 ii)と iii)から i)が出る．
ii)が間違いなら, α = angle( �Oθ, dϕ̃(t1)

dt )の代数的角度は k ∈ N(k ≥ 1)として
π
2 + k2π ≤ α ≤ 3

2π + 2πkを満たす．孤 (a, b)を図に示されるように円にして閉
じさせれば, R2上に埋め込まれたすべての円に対して接線の角度の代数的変
化が 2πであることに矛盾する．

図
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iii)の証明も同様である（背理法による）． �

図

3.5.5の証明のしめくくり： ϕ̃(1) ∈ U2なら, 点ϕ(t0 + ε)（ε > 0は小さい）
は 3.5.6ii) および iii)に矛盾するから, 補題 3.5.5が背理法によりしたがう． �

U2を V の左にある領域に置き換え, ϕ̂を負の道に置き換えれば, 同様の補題
を得る．
命題3.5.5が成り立つためには, ϕ̂が正にC1級に埋め込まれた道であり, ϕ̂(0) ∈

T1 × {0}であることを仮定すべきであることを下の図は示している．

図

3.6. 3.1の証明：次のようにおく：

V+ = {x ∈ U |正に埋め込まれたC1級の道ϕ : [0, 1] → U

でϕ̂(1) = xなるものが存在する }
V− = {x ∈ U |負に埋め込まれたC1級の道ϕ : [0, 1] → U

でϕ̂(1) = xなるものが存在する }
V+とV−はUの開集合である．なぜなら ϕ̂1 : [0, 1] → Uが正に (resp. 負に)埋
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め込まれたC1級の道であって, ϕ̂2 : [0, 1] → UがC1級の道で ϕ̂1のC1近傍に
あり, ϕ̂2(0) ∈ T1 ×{0}を満たせば, ϕ̂2は正に（resp. 負に）埋め込まれた道で
ある．3.5.3および 3.5.5よりV+ ⊃ V, V− ⊃ V およびV+ ∩ V− = V を得る．
fは鉛直線を左に傾ける微分同相写像であるから, 3.4.3と3.4.4より, V+(resp.

V−)でGδ稠密な集合Λ+ (resp. Λ−)で f(Λ+) = Λ+ (resp. f(Λ−) = Λ−)なるも
のがある．

Λ = Λ+ ∩Λ−はV でGδ稠密であり, f(Λ) = Λを得る．Birkhoffの定理 3.1は
3.4.5よりでる． �

図

4.1. fはT1 ×R+の微分同相写像で鉛直線を傾け,体積形式Ω = dθ ∧ drを保
存するものとする．円環をAδ = {(θ, r) ∈ T1 ×R | 0 ≤ r ≤ δ}とすると
命題： fが r =一定にホモトープな円 (T1 × {0}に交わらない)を不変にする
ための必要十分条件は, δ > 0があってV = ∪n∈Z(fn(Aδ))の閉包がコンパクト

なことである．

証明: 集合 V は連結である．なぜなら fn(Aδ)は連結であり, f はT1 × {0}を
不変にするので, すべての整数n1とn2に対して fn1(Aδ)∩ fn2(Aδ) ⊃ T1 ×{0}
であるから．条件は明らかに必要である．逆に, V はコンパクトで連結である
からW+を (T1 ×R+)−V の無限遠と連結な成分とする；アレキサンダーの双
対性（Wall [1]参照）よりH1(W1,Z) = Zであるから, W+はT1 ×Rに微分同
相である；同時に開集合 (T1 ×R+)−W+のT1 × {0}を含む連結開成分U1は
T1 × R+に微分同相であることがわかる．またT1 × R+ ⊃ Aδを示せる．さ
らにU1 = Int(U1)である (Xが局所連結な距離化可能位相空間でU ⊂ Xが開
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なら, X − Uの各連結成分 V は V = Int(V )である). 3.1節より f(W+) = W+

かつ f(U1) = U1であるから, Fr(U1)はψ ∈ C0(T1)のグラフであり, したがっ
てFr(U1)は fのもとで不変な円であって (T1 × {0}と異なり) r =一定にホモ
トープである．2.2節よりψはリプシッツ関数である. �　

4.2. T1 ×RのCk(k ≥ 1)級の微分同相写像 fで恒等写像にホモトープであり,

体積形式Ω = dθ ∧ drを保存し, 鉛直線を傾けるものが与えられたとする．f
は以下の条件 (+)を満たすとする：

(+)

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

すべての a > 0に対してC1級の微分同相写像 gで
Ωを保存し,鉛直線を傾け

g |{r≥−a}= f |{r≥−a}
を満たし, a1 > aがあって
g({r ≥ −a1}) = ({r ≥ −a1})なるものがある．

このとき fが r =一定にホモトープな円Cを不変にするなら, Cはリプシッ
ツ関数ψ ∈ C0(T1)のグラフである. (2.2と 3.1を用いる.) 集合∪n∈zf

n({| r |≤
δ})(δ > 0)の閉包がコンパクトなら fはψ ∈ C0(T1)のグラフとなっている円
を不変にする (4.1と同じ論拠による).

　　　図
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4.3. 例： t(θ, r) = (θ + r, r)およびh(θ) = (θ, r+ ϕ(θ))として, fϕ = h ◦ tとお
く．ここでϕ ∈ Ck(T1) および

∫ 1
0 ϕ(θ)dθ = 0である．

命題： k ≥ 1のとき, fϕは4.2の条件 (+)を満たす．

証明：(Mather[2]より着想を得た.) ψ(θ) =
∫ θ
0 ϕ(t)dt ∈ Ck+1(T1)とおく．T1×R

の普遍被覆R2の上で考えよう．f̃ϕ(θ, r) = (Θ, R)と書く．v = Θ−θ,Θ = θ+r,

r+ ∂ψ
∂θ (Θ) = Rなる新しい座標 (θ, v)を選ぶ．1-形式Rd−rdθ = Rdv+(R−v)dθ

は exactである (すなわち, v2

2 + ψ(θ + v)は fϕの母関数である).

η ≥ 0と x ≥ 0はC∞(R,R)に属する関数とし, 次の性質を満たすとする：
v ≥ −2のとき η(v) = 1, v ≤ −3のとき η(v) = 0；v ≥ −1のとき x(v) = 0,

すべての vに対して d2

dv2x(v) ≥ 0, および v ≤ −2のとき d2

dv2x(v) = c．ただし,

c > supθ,v | d
dv (dη

dv(v)· ψ(θ + v)) |．
gは母関数 l(θ, v) = v2

2 + η(v) · ψ(θ + v)の写像とする．g(θ, r) = (Θ̃, R̃),

v = Θ̃ − θ として次を得る：

R̃(θ, v) = ∂
∂v l(θ, v),

r̃(θ, v) = ( ∂l∂v − ∂l
∂θ)(θ, v) = v + dx

dv (v) + dη
dv (v) · ψ(θ + v).

すべての θおよび vに対して

(∗) dr̃

dv
(v) > 0 および r̃(θ, v) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
v if v ≥ 0,

(1 + c)v if v ≤ −3.

これはR2からそれ自身の上へのCk級写像 g = (g1, g2)で

g(θ + 1, r) = (g1(θ, r) + 1, g2(θ, r))

なるものを決める．なぜなら (*)により θおよび vの関数として vを見つける
ことができるから．したがって, 写像 gはT1 × Rのそれ自身の上への写像で
恒等写像にホモトープなものを誘導する．1-形式Rdv− rdθが閉であるから写
像 gは体積形式 dθ ∧ drを保存する．写像 gもまた微分同相写像である．なぜ
ならH(θ, r) = (θ, g1(θ, r)− θ)が (∗)により微分同相写像であり, g ◦H(θ, r) =

(θ + r, r + ϕ(θ, r))は detD(g ◦H) = 1 + ∂
∂r
ϕ− ∂ϕ

∂θ
> 0であるから．その結果,

写像 g ◦H ◦ t−1(θ, r)は微分同相写像であり (なぜなら 1+ ∂
∂r(ϕ(θ− t, r)) > 0で
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あり, これが成り立つのは | r |が十分大きいときだからである),したがって最
後に gもそうである．(∗)より, 微分同相写像 gは鉛直線を傾ける．v ≥ −1(す
なわち, r ≥ −1)なら g(θ, r) = fϕ(θ, r)を得, v ≤ −3(すなわち, r ≤ −3(1 + c))

なら g(θ, r) = (θ + r
1+c, r)を得る．p ∈ Zかつ Lp(θ, r) = (θ, r + p)のとき

fϕ ◦ Lp = Lp ◦ fϕであることに注意すれば, a > 0が任意である場合に帰着す
る. �

注意: 命題において母関数の定式化を利用した (たとえば Arnold & Avez[1,

Annexe 33], また Zehnder[1]を見よ). 同じ論拠により, 性質 (+)は微分同相
写像 f で恒等写像にホモトープで, 体積形式 Ωを保存し, 大域標準的 (global

canonical, すなわち, w = rdθとして f ∗w − w = dS)で, 微分同相写像 t (また
はもっと一般に鉛直線を傾ける完全可積分な微分同相写像)にC1一様近接な
ものに対して満たされる．

4.4. ϕ ∈ Ck(T1), k ≥ 1および
∫ 1
0 ϕ(θ)dθ = 0としてf(θ, r) = (θ+r, r+ϕ(θ+r))

とおく．このとき,

fが r =一定にホモトープな不変円を持つための必要十分条件は
supn∈Z supθ,r | fn2 (θ, r) − r |<∞である．
ただし, fn(θ, r) = (fn1 (θ, r), fn2 (θ, r)).

(これは4.2, 4.3,および次の事実からしたがう．すなわち, Cがfの不変曲線で
あれば, Lp(θ, r) = (θ, r+ p)として, p ∈ Z のときこれはLp(C)と同じである)．
その上次が成り立つ. ‖ ϕ ‖C1にのみ依存するk > 0があってfが r =一定にホ
モトープな不変円をもつための必要十分条件が supn∈Z supθ,r | fn2 (θ, r)− r |≤ k

である (これは 2.2および fが交差性 (intersection property)をもつということ
だけから出る．II章, 1.2参照).

５．帰結
簡単のため多様体T1 × [0, 1]に話を制限しよう．しかし global canonicalな
微分同相を考えれば, 結果は簡単にT1 ×R+やT1 ×R に一般化できる (4.3節
参照)．

diffkΩ(T1 × [0, 1])はT1× [0, 1]のCk級の微分同相写像で体積形式Ω =dθ∧ dr
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を保存するものの群を表わすとする．

5.1. 鉛直線を右へ傾ける g0 ∈ DiffkΩ(T1 × [0, 1])が与えられたとする．V k

はDiffkΩ(T1 × [0, 1])における g0の近傍であって (V kはC1位相で導入される),

η1 > 0とK > 0があってすべての g ∈ V kに対して
・ 1.5節の数 ηは η < η1;

・ T1 × [0, 1]における gと g−1のリプシッツの比< K

を満たす (T1 × [0, 1]には 2.3節の距離を用意する)．

5.2. 3.1,2.2節および 2.3節より, g ∈ V k が r = 一定にホモトープな不変
円Cを持てばCは ψ ∈ Lip(T1)のグラフであり, h ∈ Homeo+(T1)があって
g(θ, ψ(θ)) = (h(θ), ψ(h(θ))が成立ち, そのうえ

Max(Lip(ψ),Lip(h),Lip(h−1)) < K1,

が成り立つ．ただしK1 = Max(2η, 2ηK)である．

5.3. g̃が g ∈ V kの T̃1 × [0, 1] = R × [0, 1]への持ち上げであれば g̃ |C̃= h̃ ∈
D0(T1)であり, C̃は ψ̃ = ψ◦pのグラフである．ここでp : T̃1×[0, 1] → T1×[0, 1]

は射影である．2.4節より

ρ(g̃ |R×{0}) ≤ ρ(h̃) ≤ ρ(g̃ |R×{1}).

α ∈ R（resp. α ∈ T1）で0 ≤ r ≤ +∞のときF r
α = {f ∈ Dr(T1) | ρ(f) = α}

（resp. F r
α = {f ∈ Diffr+(T1)|ρ(f) = α}）と表わす．集合F r

αはCr位相で閉じ
ており, 関数 ρはC0位相で連続である（Herman [1,II]参照）．

5.4. JをT1の空でない閉集合とし, Gk
J = {f ∈ V k | すべての β ∈ Jに対し

て r =一定にホモトープな円C（βおよび fに依存する）で fのもとで不変で
ρ(f |C) = β}とおく．
命題： Gk

JはV kの閉集合である（Gk
Jは同時にV k上に誘導されるC0位相でも

閉じている）．

証明：(fi)は V kの列であってC0位相で fi → f ∈ V kとする．ただし, f は
Ck(k ≥ 1)級である．
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(ψi, hi) ∈ C0(T1)×Homeo+(T1), ρ(hi) ∈ Jは fiのもとで不変な円Ciを定義
するものとする．Ascoliの定理および不等式 5.2（および 0 ≤ ψi ≤ 1）より, 整
数の部分列（それを再び i ∈ Nで表わす）に対して, i→ +∞のときC0位相で
ψi → ψ, hi → h, h−1

i → g である．g = h−1（なぜなら, hi ◦h−1
i = h−1

i ◦hi = Id

であるから）およびρ(h) ∈ Jを得る．また f(θ, ψ(θ)) = (h(θ), ψ(h(θ)))を得る
(なぜなら, fi(θ, ψi(θ)) = (hi(θ), ψi(hi(θ))) であるから)． �

5.5. f ∈ V kが与えられたとき, Cfで fのもとで不変な円の集合を表わす, す
なわち,

Cf = {(ψ, h) ∈ C0(T1) × Homeo+(T1) |
f(θ, ψ(θ)) = (h(θ), ψ(h(θ))},

またCf上にC0位相を入れる．

命題：集合Cfはコンパクトである．

証明： 5.2を利用し, CfがC0(T1)×C0(T1,T1)上のC0位相で閉じており, 同
等連続である (また 0 ≤ ψ ≤ 1であるから有界である) ことを示す．すると結
果はAscoliの定理からしたがう． �

5.6. ρ(Cf) ⊂ T1は写像 (ψ, h) ∈ Cf → ρ(h) ∈ T1の像であることに注意しよ
う．ρ(Cf)はT1のコンパクトな部分集合である．

5.7.1. 命題：f ∈ V kのとき, f̃はR × [0, 1]上にたかだか１つの不変曲線 C̃を
持つ．この曲線は ψ̃のグラフであって, ρ(f̃ |C̃) = α �∈ Qである．

証明：背理法でいく．ψ̃と ψ̃′のグラフである２つの曲線 C̃と C̃ ′があってρ(f̃ |C̃
) = ρ(f̃ |C̃′)であるとする．2.4より必然的に C̃ ∩ C̃ ′ �= ∅であるからC ∩C ′ �= ∅
である．ここでC = p(C̃), C ′ = p(C̃ ′)である．したがって, ２つの孤 (acb) ⊂ C

と (ac′b) ⊂ C ′で (acb) ∩ (ac′b) = {a, b} かつ円 (acb) ∪ (ac′b)が円盤Dの境界
となるものを見つけることができる．fは回帰的であるから, n ≥ 1があって
fn(Int(D)) ∩ Int(D) �= ∅であり, f(C) = Cおよび f(C ′) = C ′であるから,

fn((acb)) = (acb)である．したがって ρ(f̃ |C̃) = ρ(f̃ |C̃′) ∈ Qである．これは
不合理であるから C̃は一意である． �
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図

5.7.2. 注意：fは 5.7.1の微分同相写像とする．fが r = cteにホモトープな２
つの円CとC ′を不変にしC ∩ C ′ �= ∅なら, ρ(f̃ |C̃) =　ρ(f̃ |C̃′) ∈ Qである．

5.7.3. Ck(k ≥ 1)級の微分同相写像g0は鉛直線を傾けるとし, g̃0をg0のR×[0, 1]

への持ち上げとするとき, | ρ(g̃0 |R×{0}) − ρ(g̃0 |R×{1}) |< 1であるとする．
g0の近傍V kは十分小さくて,この性質はg ∈ V kでも成り立つと仮定する．こ
のとき,すべてのα ∈ T1− (Q/Z)およびg ∈ V kに対して,たかだか１つのgの
不変円 (ψ, h) ∈ C0(T1) × F 0

α(すなわち, g(θ, ψ(θ)) = (h(θ), ψ(h(θ)), ρ(h) = α)

が存在する．

命題：写像 g ∈ Gk
α → (ψ, h) ∈ C0(T1) × F 0

αはこの空間にC0位相を用意すれ
ば連続である．

証明はコンパクト性の議論により簡単に得られるので, 演習問題としておく．

5.8.1. 命題：1 ≤ k ≤ +∞が与えられたとする．このとき Ck位相で V kの
Gδ稠密な集合Gkでつぎの性質を持つものがある．f ∈ Gkなら fのもとで不

変な円Cで r = cteにホモトープで, C �= T1 × {0}またはC �= T1 × {1}で
ρ(f |C) ∈ Q/Z なるものは存在しない．

注意： 以下の性質は V ∞で稠密な開集合の上で成り立つ．i = 0, 1として
fi = f |T1×{i}とすると, f0と f1は構造安定な微分同相写像であり, したがって,

ρ(f0), ρ(f1) ∈ Q/Zを満たす. (実際, 写像 f ∈ Diff∞
Ω (T1 × [0, 1]) → (f0, f1) ∈

(Diff∞
+ (T1))2は開連続で上への写像である.)

5.8.1の証明：Robinson[1]より, 以下の性質はV kでGδ稠密な集合の上で成り
立つ：

a)すべての周期点は生成的なスペクトルを持つ：x ∈ T1 × [0, 1]が f ∈ V kの
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周期点であってf q(x) = xであれば,行列Df q(x) ∈ SL(2,R)のスペクトルは生
成的である (すなわち, −1, 1 �∈ Spectre (Df q(x)) である．また e2πiα, α ∈ Rが
Df q(x0)の固有値であればα ∈ R −Qである)．

b) すべての双曲周期点 x ∈ T1×]0, 1[の安定多様体と不安定多様体は横断的
に交わっている．
Cは fのもとで不変な円であって, ρ(f |C) = p/q ∈ Q/Zであり, f |Cは周期
点 x0を持つとする．a)が成り立てばx0は fの双曲周期点である．実際, Cは
ψ ∈ Lip(T1)のグラフであり, したがってCは x0を通る円錐に含まれている．
だからDf q(x0)はSL(2,R)上で無理数回転に共役ではない．Cは必然的にfの
双曲周期点の安定および不安定多様体の和である．
性質 b)を仮定すれば, 円Cは存在できない (C �= T1 × {i}, i = 0, 1なら). �

図

注意：以下の性質はC∞位相でDiff∞
Ω (T1 × [0, 1])のGδ稠密な集合において成

り立つ： fはρ(f |C) ∈ Q/Zなる (T1 ×{i}, i = 0, 1と異なる)円Cを不変にし
ない. (ここではCが r = cteにホモトープであることは仮定しない.)

証明は5.8.1のものとほとんど同じである．楕円周期点はBirkhoffの第一不変
量がゼロでないと仮定できるところだけが異なる点である (すなわち, f q(x0)は
極座標で (θ, r) → (θ+α+a1r

2+O(r4), r+O(r4)), a1 �= 0およびα/2π ∈ R−Q

と書ける)．したがって, J.Moser[1]の定理より, f qはC∞級の円列 (Ci), Ci → x0

で ρ(f q |Ci
) ∈ T1 − (Q/Z)の各円Ciを不変にする．これは x0を通る埋め込み

曲線で fのもとで不変なものがないことを意味する. このとき「注意」の証明
は 5.8.1の証明とまったく同じである．
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Birkhoffの第一不変量は x0における f qの最初の３つの微分に依存すること
を注意しておく．もっと完全な議論に関してはJ.Mather [1]を参照して欲しい．

図

5.8.2. f ∈ Gkとするとコンパクト集合 ρ(Cf)はT1 − (Q/Z)に含まれる．した
がって, f̃を考えると, a < b, ψaおよびψb ∈ C0(T1), およびψa, ψbのグラフで
ある不変曲線 C̃a, C̃bで ρ(f̃ |C̃a

) = a, ρ(f̃ |C̃b
) = bなるものが存在するが, グラ

フでありかつ ρ(f̃ |C̃) ∈]a, b[なる不変曲線 C̃は存在しない．

5.8.3. (fi)はDiff∞
Ω (T1 × [0, 1])の列で i → ∞のときC∞位相で fi → tである

とする．ここで t(θ, r) = (θ + r, r)である．
J.Moser[1]の定理より, iが十分に大きければ ρ(Cfi

)はディオファントス条件
を満たす数のカントール集合を含む．

5.9. 不安定ゾーン (Instability zones)

5.9.1. 5.8.3節の列 (fi)がすべての iに対して 5.8.1を満たし, fi ∈ G∞ ⊂ V ∞な
ら, 5.8より, g ∈ V ∞, [a, b] ⊂ R, a �= b, および a, b ∈ R − Qが存在し, gの不
変曲線Ca, Cbでリプシッツ関数のグラフになっているものがあってρ(g̃|C̃a

) =

a, ρ(g̃|C̃b
) = bを満たすが, gのもとで不変な円C(r = 一定にホモトープ)で

ρ(g̃ |C̃) ∈]a, b[なるものは存在しない．2.4によりCa ∩ Cb = ∅である．
CaおよびCbにより決まる円環は gの不安定領域と呼ばれる．

　　　図
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5.9.2. 命題： CaおよびCbを境界とする g ∈ V k(k ≥ 1)の不安定領域が与えら

れたとする．W をCaの連結開近傍とし, H = ∪n∈Zg
n(W )とする．このとき

Cb ∩H �= ∅である．
証明：Cb∩H �= ∅(注：=の間違い)ならUを (T1× [0, 1])−HのCbを含む連結
成分とする．4.1におけるのと同じ論拠によりバーコフの定理 3.1（および 2.2）
を適用でき, したがってC = Fr(U)はLip(T1)の関数のグラフであるが, Cは
不安定領域に含まれるからC = Cbである (b ∈ R − Q として ρ(g̃ |C̃) = bであ
るから2.4および5.7.1を適用できる). したがってH ∩Cb = ∅は矛盾である. �

5.9.3. 注意：1) 5.9.2において”WはCaの連結開近傍である”を”Wは点y ∈ Ca

の連結開近傍である”に置き換えることができる．実際, H1 = ∩n∈Zg
n(W ∪Ca)

とおくとH1は連結でありしたがってH1も連結である．H1 ∩Cb = ∅とすると,

4.1におけるのと同じ論拠により開集合 (T1 × [0, 1])− V のT1 × {0}を含む連
結成分は 3.1の仮定を満たす．ただし, ここでV は開集合 (T1 × [0, 1])−H1の
Cbを含む連結成分である．5.9.2と同じ論拠によりこれは不合理である．

2) Cb ∩ (T1 × {1}) = ∅なら 5.9.2において包含関係Cb ⊂ Hを得る．

5.9.4. 2.4.4を使えば, 5.9.2や 5.9.3において a, b ∈ Qと仮定する必要はない．
gのもとでの不変曲線CaおよびCbをとり, その際, Cが gの不変曲線であり,

r = 一定にホモトープであり, CaとCbに囲まれる不安定領域に含まれていれ
ば, ρ(g̃ |C̃) = a (resp. b)からC = Ca(resp. Cb)が出る．

　　　図
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