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不変円の非存在
Non-existence of invariant circles

John N. Mather

要約. 差分方程式

Δ2xn =
k

2π
sin(2πxn)

にともなう力学系は数人の著者によって数値的に調べられてきた. 数値的証拠をもとにした
彼らの結論では, 数 k0 ≈ 0.97が存在して, |k| ≤ k0ならホモトピー非自明な不変円が存在し,

|k| > k0なら存在しない. この小論文では, |k| > 4
3
なら不変円が存在しないことの簡単かつ厳

密な証明を与える.

1. 序.

写像 Z → R : n �→ xn の空間を考える. われわれが興味を持つのは, 方程式 Δ2xn =

(k/2π) sin(2πxn)を満たす写像である. ここでΔ2xn = xn+1 − 2xn + xn−1である. 以下はこの
差分方程式の解を力学系の軌跡として表す標準的方法である. yn = xn − xn−1と置く. 差分方
程式の解に対して次を得る.

yn+1 = xn+1 − xn

yn+1 − yn = (k/2π) sin(2πxn).

これは次のようにも書ける.

xn+1 = xn + yn + (k/2π) sin(2πxn)

yn+1 = yn + (k/2π) sin(2πxn).

これから調べたい問題は, 上の方程式が無限円筒の写像を定義していると考えるとたいへん簡
単に設定できる. (x, y)を無限円筒 T 1 × R = (R/Z) × Rの座標とし, xはmod 1で定義され
るとする.

fk : T 1 × R → T 1 ×R

は fk(x, y) = (x′, y′)で定義される写像とする. ただし,

x′ = x + y + (k/2π) sin(2πx)

y′ = y + (k/2π) sin(2πx).

不変円とは, 部分集合X ⊂ T 1 × Rで, fkX = XかつXが T 1 = R/Zに同相なるものであ
る. 円に同相な部分集合X ⊂ T 1×Rがホモトーピー非自明であるための必要十分条件はT 1へ
の射影が写像度±1なることである. 直観的には, 円環を一回ぐるりとまわることを意味する.
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次が主結果である.

定理. |k| > 4
3
なら, fkのもとで不変なホモトピー非自明な円は T 1 ×R内にはない.

J. Greeneがこの問題を教えてくれた. わたしは彼と何回か議論した. かれは fk についての
詳しい数値研究を行ない [7], 数 k0 ≈ 0.97があって, |k| ≤ k0ならホモトーピー非自明な不変円
が fkに存在し, |k| > k0なら存在しないことを見つけた. 何人かの別の著者も, 数値研究にも
とづいて同じ結論に達した ([2], [5], [8], [12]). しかしこの結論はいまのところ厳密に証明され
ていない.

われわれの結果はG.D. Birkhoffの定理 ([4, §3]および [3, §44])の非常に単純な帰結である.

M. Hermanは最近バーコフの結果および関連する結果についてもっと詳しい説明を行なった
[9].

われわれの方法は [10]で使ったものと同じである. しかし写像 fkへの最近の興味の高まり
からすれば, この結果は出版するに値すると思われる.

2. バーコフの定理
この節では, われわれが使うことになるバーコフの定理を述べる. バーコフの定理を述べ

るためにも, われわれの考える状況にバーコフの証明を拡張するためにも, 次の定義が必要で
ある.

定義. C1埋め込み曲線 γ : J → T 1 × R を考える. ただし, J = (−∞, a), (−∞, a]また
は (−∞,∞) であり, また a ∈ Rである. t → −∞のとき γ(t)2 → −∞とする. ただし,

x ∈ T 1, y ∈ R に対して (x, y)2 = y である. γ′ : J → R2 は γ の一階微分であるとする.

鉛直線からのγ′のずれと呼ぶ δγ : J → Rを, 以下の 2つの性質を持つ一意の連続関数として
定義しよう.

(a) δγ(t)は鉛直ベクトル (∂/∂y)γ(t) から γ′(t)への角度にmod 2πで一致する. ただし, 反時
計回りを正とする.

(b) すべての s ≤ tに対して γ(s)2 ≤ γ(t)2なる t ∈ Jが与えられたとき, −π/2 ≤ δγ(t) ≤ π/2

である.

3節では, W. Thurstonが示唆してくれた方法で δγの存在と一意性の証明の概略を述べる. δγ

の存在と一意性は γが埋め込まれていること, すなわち γが一対一で γ′がゼロにならないこ
と, に依存する. 次も必要である.

定義. g : T 1 × R → T 1 × Rは T 1 × Rの各端をそれ自身に写すC1微分同相写像であるとす
る. gが左に(または右に)傾いているとは, T 1 × R内の各鉛直線 x = 一定に対して, その g

のもとでの像がいたるところ鉛直線から正の (または負の)ずれを持つときである.

例 2.1. h : R → Rを周期 1の C1写像とする. g : T 1 × R → T 1 × Rは g(x, y) = (x′, y′) で与
えられるとする. ただし

x′ = x + y + h(x)

y′ = y + h(x).
(1)

この写像は右に傾いている.
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序で議論した写像 fkはこの写像 gの特別の場合であり, h(x) = (k/2π) sin(2πx)に対応する.

バーコフの定理 ([4, §3], [3, §44], および [9, I章]). g : T 1 ×R → T 1 ×RをC1微分同相写像と
する. gは面積形式 dxdyを保存し, T 1 ×Rの各端をそれ自身に写し, 方向を保存し, (左または
右に)傾いているとする. U は T 1 ×Rの開部分集合であって, gU = U , U は T 1 ×Rに同相で
あり, ある a < b, a, b ∈ Rに対して T 1 × (−∞, a] ⊂ U ⊂ T 1 × (−∞, b)であるとする. このと
き, T 1 × R内の U の境界 (frontier)はリプシッツ関数 μ : T 1 → Rのグラフである. すなわち,

U − U = {(x, μ(x)) : x ∈ T 1}である.

例 2.2. (1)で与えられる写像は上の定理で gに課した条件をすべて満たす.

例 2.3. X ⊂ T 1 × Rをホモトピー非自明な円とする. T 1 × R内のX の補集合の成分のひと
つは, 上の定理で U に課した条件を満たす. これはトポロジーの古典的結果である. これは
Schoenfliesの定理からただちに出る. (T 1 × Rを平面に円環として埋め込む.)

注意. 最後の例より, バーコフの定理の系を得る. すなわち, X が T 1 × Rの g不変なホモト
ピー非自明な円なら, Xはリプシッツ関数 μ : T 1 → Rのグラフである.

上の定理で述べた条件を満たす写像 gに伴って, 流量 (flux)と呼ばれる数値不変量がある. こ
の不変量がゼロでなければ, バーコフの定理は無内容であるが成り立つ.

定義. gはバーコフの定理の条件を満たすとする. 流量C(g) を次で定義する.

Area(gU\U) − Area(U\gU).

ただしU は T 1 ×R内の任意の開集合であって, ある a < b, a, b ∈ Rに対して T 1 × (−∞, a] ⊂
U ⊂ T 1 × (−∞, b)である.

gが T 1 × Rの面積保存同相写像であって各端をそれ自身に写すという事実から, C(g)が U

に依らないことが判る. バーコフの定理の陳述中で課した条件をUが満たせば, 明らかに, それ
を使ってC(g)が計算でき, C(g) = 0が得られる. 言い換えると, 流量がゼロでなければ, バー
コフの定理中で課された条件を満たす U はない. この場合, バーコフの定理は正しいが無意味
である.

例 2.4. gを (1)で与えられる写像とする. すると次が成り立つ.

C(g) =
∫ 1

0
h(x)dx.

C(g)の定義のときに使った集合 U を T 1 × (−∞, 0)とすれば上の式は理解できる. とくに, fk

が序で定義された写像ならC(fk) = 0である.

[4, §3]および [3, §44]における定理の前提はわれわれ版のバーコフの定理の前提と若干異なっ
ている. 事実, われわれの版はどちらの帰結でもない. ただ同様な仕方で証明できる. バーコ
フの定理のわれわれ版に非常に似たものが [9]で詳しく証明されてれいる. 4節ではバーコフ
の証明を手短かに概観する.
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3. δγの存在と一意性
γ が 2節の定義で述べた条件を満たすとする. t → −∞のとき γ(t)2 → −∞であるから,

t0 ∈ Jがあって, s ≤ t0なら γ(s)2 ≤ γ(t0)2である. 明らかに, 一意の連続な δγがあって, t = t0
に (b)を満たし, またすべての tに対して (a)を満たす. t1 ∈ Jが与えられてすべての s ≤ t1に
対して γ(s)2 ≤ γ(t1)2を満たすときに π/2 ≤ δγ(t1) ≤ π/2であることを示せば十分である.

この証明法はW.Thurstonが示唆してくれた. γが埋め込まれていることを使うことが本質
的である. 簡単のため t0 < t1とする. 残りの場合も同様である.

ステップ 1. t0および t1の近傍で γが鉛直で, i = 1, 2に対して γ(s)2 ≤ γ(ti)2の場合に問題を
帰着させる. t0および t1の任意に小さな近傍で γを変形すればこれが実現できる. この場合,

証明すべきことは δγ(t1) = 0である.

ステップ 2. γ は t0 の近傍で鉛直であって, s ≤ t0のとき γ(s)2 ≤ γ(t0)2であるから, T 1 ×
[γ(t0)2 − ε,∞)を点ごとに固定して T 1 ×Rをイソトープし, γ|(−∞, t0 + ε) が鉛直になるよう
に γを変形できる. ここで εは小さな正数である. これができることは微分トポロジー研究者
にはよく知られており, 直観的には明らかである. すると変形を受けた γが δγ(t1) = 0を満た
すのは, もとの γがそれを満たすとき, またそのときのみである.

ステップ 3. いまや γは (−∞, t0 + ε]上および t1の近傍で鉛直であり, また s ≤ t1に対して
γ(s)2 ≤ γ(t1)2である. このとき次が成り立つ.

γ(t0)2 < γ(t0 + ε)2 ≤ γ(t1)2.

y座標を保存する T 1 × Rのイソトピーを見つけて, T 1 × [γ(t1)2 − ε,∞)上で x座標に関し一
定速度の回転であり, また T 1 × (−∞, γ(t0)2 + ε]上で恒等写像であり, イソトピーの終端で
γ(t0)1 = γ(t1)1であるようにできる. 明らかに変形後の γが δγ(t1) = 0を満たすのは, もとの γ

がそれを満たすとき, またそのときのみである.

ステップ 4. いまや γは (−∞, t0 + ε]上および t1の近傍で鉛直であり, s ≤ t1に対して γ(s)2 ≤
γ(t1)2であり, また γ(t0)1 = γ(t1)1である. T 1 × R上に円C1, C2があって次を満たす.

C1 ∩ image γ = γ(t0 + ε),

C2 ∩ image γ = γ(t1 − ε),

および
C1 ∩ C2 = ∅.

T 1 ×Rのイソトピーで, C1とC2に挟まれた円環の外では恒等写像になっていて,イソトピー
の終端では γが (−∞, t1 + ε]上で鉛直になるものを見つけることができる. こんども, これが
できることは微分トポロジー研究者にはよく知られており, 直観的には明らかである. 変形後
の γは δγ(t1) = 0を満たし, もとの γも同じ方程式を満たす. �

4. バーコフの定理の証明
バーコフの発想にほぼ従いながら手短かにスケッチしよう. U 内の点 x が 正に(または

負に)到達可能とは埋め込み曲線 γ : (−∞, a] → U があって t → −∞のときに γ(t)2 → −∞を

4



満たし, 鉛直線から正に (または負に) にずれており, γ(a) = xを満たすときである. W+(また
はW−) を U 内の正に (または負に)到達可能な点の集合とする.

バーコフの定理を gが右に傾いている場合に証明する. gが左に傾いている場合は gを g−1

に置き換えればこの場合に帰着する.

gが右に傾いている場合,簡単にチェックできるようにg(W−∩U) ⊂ W−およびg−1(W+∩U) ⊂
W+である. これからW− = U = W+が次のことからしたがう. すなわち, gが面積保存であ
り, a < bがあって次を満たすのである.

T 1 × (−∞, a] ⊂ W− ∩ U ∩ W+ ⊂ W− ∪ U ∪ W+ ⊂ T 1 × (−∞, b].

W− = U = W+なる事実から, 各 x ∈ T 1に対して ax ∈ Rがあって次を満たす.

U ∩ (x × R) = x × (−∞, ax).

これの証明は 3節の証明に似ている. これはバーコフの論文にも Hermanの論文 [9]にも言及
してある.

u : R → RがC1関数のとき φu : T 1 × R → T 1 × Rを微分同相写像

φu(x, y) = (x + u(y), y)

とする. gu = φugφ−1
u と置く. すると φuU は gu に関して不変である. uがホイットニーの C1

位相で 0に十分近ければ, guは gと同じ方向に傾いている. ゆえに φuU は次の条件を満たす.

すなわち, 各 x ∈ T 1に対して aux ∈ Rがあって

φuU ∩ (x × R) = x × (−∞, aux).

これは 0の十分小さな C1近傍内の任意の uに対して成り立つから U の境界 (frontier)はリプ
シッツ関数のグラフであり, バーコフの定理の主張通りである. �

5. 母関数
gを例2.1の写像とする. 例2.4より,流量C(g)は

∫ 1
0 h(x)dxである. バーコフの定理はC(g) �=

0のとき無内容で正しいから
∫ 1
0 h(x)dx = 0 と置く. H を hの不定積分とする.

∫ 1
0 h(x)dx = 0

であるからHは周期 1で周期的である.

古典力学で gの母関数として知られるものを次式で定義する.

G(x, x′) = −(x′ − x)2

2
− H(x).

例 (2.1)の方程式 (1)は次式と同値である.

y =
∂G(x, x′)

∂x

y′ = −∂G(x, x′)
∂x′ .

(2)

gはホモトピー非自明な円 X を持つとする. バーコフの定理および例 2.3に続く注意より, X

はリプシッツ関数 μ : T 1 → Rのグラフである. したがって同相写像 g0 : T 1 → Rがあって次
を満たす.

g(x, μ(x)) = (g0(x), μ(g0(x))).
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gは T 1 × Rの各端をそれ自身に写すから, X の補集合の各成分をそれ自身に写す. その上, g

は方向保存であるから, g0は方向保存である. 方程式 (2)より次を得る.

∂

∂x
[G(x, x) + G(x, x′)] = 0. (3)

ただし x = g−1
0 (x), x′ = g0(x)である.

5. 定理の証明
前節の記法を続いて用いる. g0 = μ−1

0 gμ0, μ0 = (1, μ) : T 1 → graphμで μ0と gはリプシッ
ツであるから, g0はリプシッツである. 同様に g−1

0 = μ−1
0 g−1μ0はリプシッツである. リプシッ

ツ関数は絶対連続であるから, ルベーグ理論の古典的定理, すなわち絶対連続な関数はほとん
どいたるところ微分可能であり, その微分の不定積分は (定数の不定性を除いて)もとの関数で
ある, を適用できる. この定理は [13,11.7]で述べられ証明されている.

ゆえに (3)を微分できて次を得る.

dg−1
0 (x)

dx
+

dg0(x)

dx
= 2 + h′(x). (4)

ここで h′は hの微分である. 方程式 (4)は dg0(x)/dxと dg−1
0 (x)/dxが定義されているところ

ではいつも成り立つ. だからほとんどいたるところ成り立つ.

Lを g0と g−1
0 のリプシッツ定数の大きい方とする. すなわち

L = max

{
sup

|g0(x) − g0(x
′)|

|x − x′| , sup
|g−1

0 (x) − g−1
0 (x′)|

|x − x′|
}

.

g0と g−1
0 は方向保存だから, dg0(x)/dxと dg−1

0 (x)/dxは非負である. Lの定義からすると次が
出る.

L−1 ≤ dg0(x)

dx
≤ L,

L−1 ≤ dg−1
0 (x)

dx
≤ L.

(5)

m = min h′, M = max h′と置く. (4)と (5)より次を得る.

2L−1 ≤ 2 + m. (6)

とくに
m > −2. (7)

(7)は gがホモトピー非自明な不変円を許すという仮定のみから導かれたから, これはホモト
ピー非自明な不変円の存在のための必要条件である. 別の必要条件を以下のように得ることが
できる.

Lの定義および [13,11.7]の理論より次を得る.

L = max

{
ess.sup.

dg0(x)

dx
, ess.sup.

dg−1
0 (x)

dx

}
. (8)
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ここでess.sup.は測度論的な意味での「本質的上限」(essential supremum)のことである. dg0(x)/dx, dg−1
0 (x)/

はリプシッツ関数の微分であるから,各自の本質的上限は各自が定義されている集合の上の上
限と同じである.

(4), (5), (8)より次を得る.

L−1 + L ≤ 2 + M. (9)

関数 L−1 + Lは L ≥ 1のとき単調増加関数であるから, (6)と (9)より次が得られる.

2 + m

2
+

2

2 + m
≤ 2 + M. (10)

ここで hが周期的であることよりm ≤ 0であることを利用した.

g = fkの場合, h(x) = (k/2π) sin(2πx)であるから, M = |k|, m = −|k| である. 不等式 (7)

と (9)は次を意味する.

|k| ≤ 4

3
. (11)

(11)はホモトピー非自明な円の存在の仮定の下に導かれたから, 証明が完結した. �

6. 補足的注意
(1) 上の本文はプレプリント [11]に些細な変更を加えたものである. それを書いて以来,

Fathi[6]はバーコフの定理のHerman版 [9]の別の詳しい証明を与えた.

(2) Aubry, Le DaeronおよびAndréは不変円の存在の必要判定条件を証明した [1]. かれら
の結果と長い数値計算はこの論文の主結果を含むように見える.

(3) gを例 2.1で与えられるタイプの写像とする. 方程式 (3)は次式に同値である.

g−1
0 (x) + g0(x) = 2x + h(x).

逆に写像 g0 : R → Rがあって狭義単調であり, g0(x + 1) = g0(x) + 1と上の式を満たせば, g

はホモトピー非自明な不変円でリプシッツ関数

μ(x) = G1(x, g0(x))

のグラフとなっているものを持つ. ただしG1 = ∂G(x, x′)/∂x である. この観察はM.Herman

による. 彼は 1981年夏のブラジルでの講義で, gが C3−ε級で無理数回転数の非遷移的不変円
を持つ注目すべき例を構成した. ([9],III章参照.)

(4) 上で示した証明によれば, gがホモトピー非自明な不変円を持てば (7)と (10)が満たさ
れる. 1983年夏の大学院コースで, gがホモトピー非自明な不変円を持つという前提からmと
M に関してこれ以上の条件が出せるかという課題を出した. Rafael Llaveはこの課題に答え
た. すなわち, (7)と (10)を満たす任意のm ≤ 0 および任意のM ≥ 0に対して gが存在してホ
モトピー非自明な不変円を持ち, またm = min h, M = max hを満たすことを示した. 彼の証
明は補遺に載せておいた.

(5) レフェリーは 6節の不等式が [9, IIおよび III章]に含まれることを指摘し, また目的は
違っていたが補遺の例が [9, III.9]に含まれることを指摘した. レフェリーのコメントによれば,

これらの不等式や例はM.Hermanが 1980年以来, Palaiseau, Zurich, Rio等においていろいろ
な講義で議論してきたものである.
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補遺
R.Llave

定理. m < 0 < M は (7)と (9)を満たす 2つの実数とする. このとき C∞ 関数 g0, h : R → R

があって以下を満たす. g0は単調増加であり, g0(x + 1) = g0(x) + 1,

g−1
0 (x) + g0(x) = 2x + h(x), (A1)

および
max h′(x) = M, min h′(x) = m. (A2)

証明. −2 < m < 0であるから lがあって次を満たす.

2

m + 2
l +

m + 2

2
(1 − l) = 1.

g0は [0, 1]で定義された区分線形関数であって以下を満たすとする.

g0(0) = 0;

g′
0(x) = 2/(2 + m), x ∈ [0, l/2] ∪ [1 − l/2, 1];

g′
0(x) = (2 + m)/2, x ∈ (l/2, 1 − l/2).

このとき g0(1) = 1であるから g0をR全体に拡張して g0(x + 1) = g0(x) + 1を満たすように
できる. hは (A1)で定義されるとする. すると次が成り立つ.

m = min h′(x), M1 = max h′(x). (A3)

ここでM1は次式で定義される.

2/(2 + m) + (2 + m)/2 = 2 + M1.

1図を見よ.

図 1
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g0の角を丸めて無限回微分可能な関数 g0と h(これも (A1)で定義される)を得て (A3)を満
たすようにできる. 最後に, 任意に小さな区間で g0を変形して, そこでその微分を増加させ,

max h′(x) = M とし, また定理のその他の条件をすべて満たすようにできる. というのは (10)

によりM ≥ M1だからである. �
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