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Abstract

この論文ではニュートン三体問題に関する以下の結果を得る．(1) 平面三体問題にはアーノ
ルド拡散が存在する．これはアーノルド (V.I.Arnold, 1964, Dokl. Acad. Nauk SSSR 156, 9)

によって予想されていた．(2) 三体問題には振動解や捕獲および脱出 (escape)解がその他のカ
オス的な解とともに存在する．(3) 擬アーノルド拡散 (pseudo Arnold difusion)と呼ばれる特
殊な面白い現象が三体問題の無限遠の近くで生じる．(4) アーノルド拡散が存在するために平
面三体問題は非可積分であり、知られているもの以外に実解析的積分はない．

1. 序
アーノルド拡散は高次元ハミルトン系に伴うカオス現象である．最初にアーノルド拡散を見

つけたとき、アーノルド [2]はこのカオス現象がニュートンn体問題に存在するだろうと予想
した．この論文では主結果のひとつとして、アーノルド拡散が平面三体問題に存在することを
示すことにより、この予想の正しさを示す．
ラグランジュ多様体交差理論 (Weinstein[20], Arnold[4])により、アーノルド拡散は自由度が

2より大きい生成的近可積分ハミルトン系で生じる．しかしながら、n体問題のような特定の
ハミルトン系が与えられたときにその存在を示すのにいくつか大きな困難がある．事実、現実
の物理系でアーノルド拡散の存在が示された例は非常に少ない．アーノルド [2]やHolmes and

Marsden[9]による例は振子をつなげた非常に特殊なハミルトン関数の場合であり、技術的な
詳細なしにこの現象を説明するためにつくられたものである．最近 Lim[10]が渦力学において
アーノルド拡散のいくつかの例を出した．
アーノルド拡散の存在を検出するための基本的技術のひとつはメルニコフの方法 [12]であ

る (アーノルド [2], Holmes and Marsden[9], Robinson[17]参照)．しかし三体問題は複雑である
ので、なによりもまず、メルニコフ積分を定式化すること自体がほとんど不可能であり、どこ
から始めてよいのかわからない．第二に、メルニコフ積分を評価することは、当然期待される
ように、たとえ可能であるにせよおそろしく大変なことである．この論文では別のやり方をす
る．制限三体問題のある横断的ホモクリニック軌道をもとに構成を行なう．このようなホモク
リニック軌道の存在はXia[21]により示されている．この論文では制限三体問題から完全な平
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面三体問題へ移行するときに横断的ホモクリニック軌道における馬蹄写像への摂動からアーノ
ルド拡散が生じることを示す．この結果は 6節で述べる．
われわれの第二の主結果は三体問題の振動解に関係する．カオス力学の初期の例の 1つがい

わゆる Sitnikov問題である．Sitnikov[19]はm3 = 0なるこの特殊な制限三体問題において強
くカオス的振動を示す軌道の存在を示した．Alekseev[1]はこの問題を系統的に調べ、結果を
m3 > 0へ拡張した．McGehee[11]の安定多様体の結果を用いてMoser[13]は Sitnikov問題を
もっと完全に注意深く調べた．
負エネルギーの平面三体問題の解が同じようなカオス的振動を示すかどうかは自然な疑問

である．Easton and McGehee[8]は簡単化したモデル問題を調べ、このモデル問題に振動解
が存在することを証明した．振動解は三体問題の放物-楕円解に密接に関係している．放物-

楕円解において第三体は極限速度ゼロで無限遠に逃げ、残りの二体は楕円軌道に近づくこと
を思いだそう．Easton[6]は放物-楕円解全体の集合がリプシッツ多様体をなすことを示した．
Robinson[16]はこの問題の研究を続け、なかんずく、この多様体が実は実解析的であることを
示した．さらに進んだ研究がEaston[7]によって数値的に行なわれた．
この論文では、この問題を解く．平面三体問題の解が同じカオス的振動を本当に示すことを

証明する．さらに、アーノルド拡散の存在と結びつけて、拡散的振動解の存在を示す．すなわ
ち軌道はカオス的に振動するだけでなく同時にカオス的に拡散する．これを証明するために無
限遠における面白い写像を定義し、KAM理論を使って無限遠におけるこの写像の不変円の存
在を示す．振動解はこれらの不変円の近くの解を解析することによって得られる．この結果は
7節で述べる．
適当な座標系変換によって物理空間の無限遠 (無限遠において第三体の速度ゼロ、S3に同相)

を有限点に持ってくることができ、S3と同一視される無限遠の解について語ることができる．
三体問題の性質からして S3上の解はすべて周期解であって S3上には無理数流れの不変トー
ラスはない．S3の安定多様体と不安定多様体は複雑に交わるけれども、アーノルド拡散はな
い．しかしながら、S3上のヘテロクリニック接続を用いて上で述べたおもしろい写像を定義
できる．この写像は完全 (exact)シンプレクティック写像であり KAM理論が適用できてこの
写像に対してS3上の不変トーラスの存在が言える．不変トーラスの大部分の安定多様体と不
安定多様体が横断的に交わることがわかる．この横断的交差からS3の近くで開折する複雑な
力学が得られ、アーノルド拡散に似た非常におもしろい現象が生じる．この現象を擬アーノル
ド拡散 (pseudo Arnold difusion)と呼ぶ．これはアーノルド拡散が縮退したものであり、周期
解の集合のみが得られ、準周期解はない．いくつかの弱い条件のもとで、豊富な軌道構造も得
られ、非常にカオス的な仕方で軌道が遷移トーラスの間をうろつき回る．この場合、遷移トー
ラスはアーノルド拡散における準周期解ではなく、周期解のある種の集合のヘテロクリニック
接続の集合である．この結果は 7節で述べる．
三体問題にもっと積分が存在するかどうか、三体問題は積分可能か、という問題は天体力学

の研究において非常に重要な役割を果してきた．アーノルド拡散が存在することの直接の帰結
は三体問題が非可積分であって、知られているもの以外に関数的に独立な実解析的積分がない
ことである．

2. 平面三体問題
m1, m2およびm3はニュートンの重力法則のもとで固定平面内を動いている3質点の質量で
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あるとする．重心は原点に固定されているとし、r1, r2, r3はそれぞれm1, m2およびm3の位
置を表わすとする．系の全エネルギー hは負であるとし、角運動量Cは固定する．
いくらか修正を加えるが、Robinson[16]およびEaston[6]に従って変数を変え、方程式を望

ましい形に持っていく．詳細は [6]に譲る．まずヤコビ変数を導入する．q ∈ R2をm1からm2

へのベクトルとし、Q ∈ R2を連星m1とm2の重心からm3へのベクトルとする．このとき次
を得る．

q = r2 − r1,

Q =
(
r3 − m1r1 +m2r2

m1 +m2

)
= Mμ−1r3.

ここでM = m1 +m2 +m3および μ = m1 +m2である．
p ∈ R2およびP ∈ R2を qおよびQに対応する運動量とする．対応する運動方程式は

Q̇ = k−1
1 P, Ṗ = −Mk1|Q|−3Q +O(|Q|−3),

q̇ = k−1
2 p, ṗ = −μk2|q|−3q +O(|Q|−3),

(1)

となる．ここで k1 = m3μM
−1および k2 = m1m2μ

−1である．
われわれがとくに興味を持っているのはいわゆる放物軌道である．ω(またはα)放物軌道と

は、tが無限に向かうとき (または負の無限遠に向かうとき)qが有界で、Qが非有界で、Pが
ゼロに向かう軌道である．だから、第三体m3が極限速度ゼロで離れていき、運動は無限に近
づく．|Q| = ∞を有限値にするために、α = Mμ−1として尺度変換 |Q| = αx−2を使う．また
複素平面の角変数 sをQ = αx−2sで定義する．運動量は次のように動径および角度成分に分
解される．

P = k1αys+ k1αx
2ρis.

ここで isは単位ベクトル sに直交する単位ベクトルの複素数表示であり、ρはm3の角運動量
をm3で尺度変換したものである．方程式 (1)は重心のまわりの回転のもとで不変である．こ
の対称性を交点の消去によって取り除き、方程式を sから独立にするために、

q = zs および p = k2μ
−1ws,

とおいて qおよび pを zおよび w(ともに複素数)で置き換える．ここで複素数表示および複
素数の乗算を用いた．すると運動方程式は次のようになる．

ẋ = 1
2
x3y,

ẏ = −μx4 +O(x6),

ż = μ−1w +O(x4),

ẇ = −μ2|z|−3z +O(x4),

ṡ = x4ρis,

ρ̇ = O(x6).

(2)

角運動量積分とエネルギー積分は次の通りである．

C = m3ρ+
k2

2
2μi(zw − wz),

h = 1
2m3y

2 + 1
2k

3
2μ

−2ww +m1m2|z|−1 +O(x2).
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方程式 (2)の sに関する式は落とせる．sは他の式には出てこないからである．m3 �= 0なら ρ

に関する式も落とせる．ρは角運動量積分Cを使ってほかの変数から決定できるからである．
しかしm3 = 0のとき、すなわち制限三体問題の場合にはこの簡単なやり方は使えず、ρに関
する式は落とせない．
運動方程式は連星m1とm2が z = 0で衝突を起こすところに特異性を持つ．Levi-Civitaの

正則化を用いてこの特異性を取り除ける．

z = 2μξ2, w = μh−1ηξ
−1
,

K = 4(ξξ + ηη)μξξ,

とおき、ベクトル場にKを掛けて時間の尺度を変える．すると運動方程式は次のようになる．

ẋ = −1
2
Kx3y,

ẏ = −Kμx4 +O(x6),

ξ̇ = η +O(x4),

η̇ = −ξ +O(x4, y2),

ρ̇ = O(x6).

(3)

エネルギーおよび角運動量積分は次のようになる．

h = H = 1
2m3y

2 − k3
2(ξξ + ηη) +O(x2),

C = m3ρ+
k2

2μ
hi (ξη − ηξ).

これらの方程式は x = 0に自然に拡張されている．この点でH = h < 0であり、また角運
動量積分により各 yに対して三次元球が定義される．拡張された方程式で x = 0とし yを固
定すると、流れは S3上のHopf流である．これらの方程式で ω放物 (または α放物)軌道は、t
が無限に (または負の無限に)向かったときに x(t)と y(t)がともにゼロに行くような軌道であ
る．だから ω放物 (または α放物)軌道の集合は x = 0および y = 0で定義される不変 3次元
球 S3の安定（または不安定）多様体W s(S3)(またはW u(S3))に正確に対応する．物理空間は
x > 0に対応することを指摘しておく．
S3は正規双曲的 (normally hyperbolic)でないことに注意しよう．縮退の原因は方程式 (3)

の xと yの式の中の因子 x3である．だから標準的安定多様体定理はこの問題に適用できず、
集合W s(S3)およびW u(S3)が滑らかな多様体の構造を持つかどうか明らかでない．しかし
Robinsonの得た定理から、これらが実際滑らかな多様体であることがいえる．詳しくは次の
通りである．

定理 2.1(Robinson[16]). (a) 方程式 (3)の {x ≥ 0}における S3の安定および不安定多様体は
(x = 0に境界を持つ)C∞多様体である．その上W s(S3) ∩ {x > 0}とW u(S3) ∩ {x > 0}は実
解析的である．

(b) π : S3 → S3/ ∼∼= S2は軌道を商空間 S3/ ∼∼= S2の点に射影する Hopf写像であると
し、α∗ : W u(S3) → S2はW u(S3)の各点を S3内のそのα極限に写す関数と上で定義した πの
合成とする．同様に写像 ω∗ : W s(S3) → S2を定義する．このとき α∗と ω∗は C∞関数 (かつ
{x > 0}で実解析的)である．
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この定理は平均法およびグラフ変換 (graph transform)を使って証明される．詳細はRobin-

son[16]を参照されたい．

3. 遷移鎖とアーノルド拡散
アーノルド拡散は高次元のハミルトン系に伴う非常に複雑なカオス的力学現象である．この

現象の背後にある幾何学と機構を見るために次の形の近可積分ハミルトン系を考えよう．

Hε(q, p, x, y) = F (q, p) +G(x, y) + εH1(q, p, x, y, t). (4)

ここで (q, p, x, y)は 2(n+ 1)次元シンプレクティック多様体M 上の正準座標である．qと pは
実数で x = (x1, x2, . . . , xn)および y = (y1, y2, . . . , yn)である．εは微小パラメータ、H1は tに
関して 2π周期である．さらに作用-角座標 (θ1, θ2, . . . , θn, I1, I2, . . . , In)を見つけることができ
て式 (4)が以下の形になると仮定する．

H0 = F (q, p) +G(x, y) = F (q, p) +
n∑
i=1

Gi(Ii),

Hε = H0(q, p, I) + εH1(q, p, θ, I, t).

(5)

ここでH1は θ1, θ2, . . . , θnおよび tに関して 2π周期である．また非縮退条件

Ωi(Ii) =
∂Gi(Ii)

∂Ii
�= 0,

が相空間のある領域で成り立つことも仮定する．
ハミルトン関数 (4)および (5)における摂動は周期的に時間に依存するから、系をシンプレ

クティック写像に帰着させるのが都合よい．このために {(q, p, θ, I, t)|t = t0 ∈ [0, 2π)}で定義
される大域的横断面Σt0 を固定する．Π : Σt0 → Σt0 は Σt0 上に定義されたポアンカレ写像と
する．以下の議論は写像Πおよび横断面Σt0に限られる．
ε = 0ならハミルトン系 (5)は完全可積分である．ここでハミルトン関数 F (q, p)が双曲サド

ル点 (q0, p0)を結ぶホモクリニック軌道 γ = (q(t), p(t))を持つと仮定する．だからH0に対す
るハミルトン系は横断面Σt0 上に次式で与えられる不変n次元トーラス T (h1, h2, . . . , hn)の n

パラメータ族を持つ．

Ii = hi =一定, i = 1, 2, . . . , n

t = t0, θi ∈ [0, 2π), i = 1, 2, . . . , n

q = q0, p = p0.

(6)

トーラス T (h1, h2, . . . , hn)はそれ自身が (n+ 1)次元ホモクリニック多様体

Ii = hi i = 1, 2, . . . , n

t = t0, θi ∈ S1

q = q(s), p = p(s), s ∈ R,

によって結ばれている．このホモクリニック多様体は n次元トーラス T (h1, h2, . . . , hn)の安定
多様体であり不安定多様体でもある．
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ε �= 0なら系ははるかに複雑になる．われわれが興味を持っているのは上の不変多様体と
対応する安定および不安定多様体が小さな摂動のもとでどう変わるかである．まず断面 Σt0

上で p = p0, q = q0と置いて得られる 2n − 2次元不変多様体N0が正規双曲的であることに
注意する．不変多様体理論により、正規双曲不変多様体は小さな摂動のもとで生き残る．だ
から ε �= 0が小さいとき、N0は摂動を受けてΣt0 内で近くの不変多様体たとえばNεになる．
簡単にわかるように、Nε上に定義されるポアンカレ写像はシンプレクティックである．すな
わち、N0上で定義された不変非縮退 2-形式がある．事実、この 2-形式はΣt0上の正準 2-形式
から Nεの包含写像によって誘導される．非縮退なのは非縮退 2-形式からの摂動だからであ
る．ここでKAM(Kolmogorov-Arnold-Moser)理論が不変多様体Nεに適用できる．非縮退条
件 Ωi(Ii) = ∂Gi(Ii)/∂Ii �= 0を仮定すると、非共鳴不変トーラスT (h1, h2, . . . , hn)の大多数は
小さな摂動のもとで生き残り、摂動を受けて近くのトーラス Tε(h1, h2, . . . , hn)になる．
生き残っている不変トーラス Tε(h1, h2, . . . , hn)を考えよう．Tε(h1, h2, . . . , hn)の安定および

不安定多様体が存在し、εとともに滑らかに変わることは簡単に示せる．ε = 0のときこれら
2つの多様体は一致する．ε �= 0なら、安定および不安定多様体は典型的には非常に複雑な仕
方で交わる．ラグランジュ交差理論 (Arnold[4], Weinstein[20])の示すところによれば、これら
2つの多様体は交わるはずであり、この交差が横断的であるかどうかを示すのに、ときにメル
ニコフの方法 [12,2,9]が使える．
ある不変トーラスTε(h1, h2, . . . , hn)の安定および不安定多様体が、ある点で横断的に交わっ

ていると仮定する．このとき λ補題より、異なる交点が無数にあり、複雑な力学が得られる．
これは双曲不動点あるいは周期点の安定および不安定多様体の横断的交差から生じるホモク
リニック絡み合い (tangle)に似ている．実際にはもっと複雑な、いわゆるアーノルド拡散と呼
ばれる現象がこの場合生じる．
アーノルド拡散の基本的機構は遷移トーラスと遷移鎖である．不変トーラス Tε(h1, h2, . . . ,

hn)が遷移トーラスと呼ばれるのは、その安定多様体と不安定多様体がある点で横断的に交
わるときである．遷移鎖とは、遷移トーラスの列 T 1

ε , T
2
ε , . . . , T

k
ε であって、任意の 1 ≤ i < k

に対して、T iεの安定多様体がT i+1
ε の不安定多様体と横断的に交わり、T i+1

ε の安定多様体がT iε
の不安定多様体と横断的に交わるものである．したがって λ補題より、任意の 1 ≤ i ≤ j ≤ k

に対して、T iε の安定多様体は T jε の不安定多様体と横断的に交わり、T
j
ε の安定多様体は T iεの

不安定多様体と横断的に交わる．
遷移鎖の近くの軌道はまったくでたらめに (erratic)にふるまう．これらは遷移鎖内の不変

トーラスの間を自由に動きまわる．これがアーノルド拡散の基本的現象である．この拡散の
もうひとつの顕著な様相は、軌道の初期エネルギーH0が任意にしかも乱歩的に変化すること
である．だから摂動系はリャプーノフの意味で不安定である．これは自由度 1の系と対照的で
ある．自由度 1の系ではKAM理論により、いくつかのゆるやかな非共鳴、非縮退条件のもと
で、系は小さな周期的摂動を受けても安定である．
εが十分小さければ、各遷移トーラスの近くで遷移鎖を構成できる．KAM理論が示すとこ

ろによれば、ε→ 0のとき不変トーラスの集合は全測度を持つようになる．したがって各遷移
トーラスの任意に小さな近傍に無限に多くの遷移トーラスが存在する．だから遷移トーラスの
列を拾い上げて遷移鎖を構成するようにできる．しかし、この遷移鎖がどのくらい遠くまで行
くかは明らかでない．これは摂動の規模に依存するように思える．摂動が大きくなるにつれて
鎖はたくさんの断片に壊れるかもしれない．共鳴の近くで不変トーラスがどのように壊れる
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かをもっと詳しく理解すれば、遷移鎖の破壊の背後に潜む複雑な力学が明らかになるかもしれ
ない．
以下の数節ではこのアーノルド拡散の現象が平面三体問題に現われることを示す．これは上

で記述したものとはやや異なるシナリオで生じる．また、なかんずく、アーノルド拡散が平面
三体問題における振動、捕獲、脱出 (escape)解の大きな類の存在を意味することを示す．

4. 運動方程式の階数降下 (reduction)

この論文では、m1が大きく、m2が小さく、m3がさらに小さい場合に制限し、またm1と
m2の運動が円軌道に近い場合に制限する．このようにすれば、メルニコフ法のようないくつ
かの摂動技術が使える．この節では平面三体問題の運動方程式を階数降下して各種摂動が評価
できるようにする．
もっと適当な運動方程式を得るために、はじめに新しい変数をいくつか導入する．

s = eiθ, z = reiφ,

とおく．ここで θ, r,および φは実数である．一般性を失うことなく μ = m1 +m2 = 1と仮定
する．式 (2)において xの高次の項を展開する．すると次を得る．

ẋ = −1
2
x3y,

ẏ = −x4 + x6ρ2 +m2g1(x, r, φ) +O(m3, m
2
2),

ρ̇ = m2g2(x, r, φ) +O(m3, m
2
2),

θ̇ = x4ρ,

ż = w − x4ρzi,

ẇ = −|z|−3z − x4ρwi+O(m3).

(7)

ここで関数 g1(x, r, φ)および g2(x, r, φ)は以下のように定義される．

g1(x, r, φ) = x4 + 2x6r cosφ+ −x4 + x6r cosφ
(x4 − 2x2r cosφ+ 1)3/2 ,

g2(x, r, φ) = −x6r sinφ+ x6r sinφ
(x4 − 2x2r cos φ+ 1)3/2 .

方程式は θに依存しないことに注意する．だから θに関する式は落とせるのである．
まず第三体の質量が無限小の場合を考えよう．m3 = 0と置けばいわゆる楕円制限三体問題

が得られる．この場合m1とm2の軌道はきちんと得られる．次の通りである．

r =
a(1 − e2)

1 + e cos(φ+ θ)
,

φ+ θ = φ0 + θ0 + a−3/2(t+ 2e sin t) +O(e2).

ここで

a =
( −2h
m2(1 −m2)

)−1

および e =

(
1 + 2 hC2

m3
2(1 −m2)

3

)1/2

.

ここで hと Cはそれぞれ系のエネルギーと角運動量である．一般性を失うことなく長さの単
位を a = 1となるようにつねに選べる．これは h = −1

2
m2(1−m2)にしたのと同じことである．
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e = 0のとき、つまり 2hC2 + m3
2(1 −m2)

3 = 0のとき、得られる系はいわゆる円制限三体
問題である．この問題の場合、系は Jacobi積分と呼ばれるもうひとつの積分を持つ．

1

2
y2 +

1

2
x4ρ2 − U − ρ = J. (8)

ここで J は Jacobi定数であり、U はm1とm2の重力場のポテンシャル関数である．

U = x4 +m2x
2

(
−1 − x2r cosφ+

1

(1 − 2x2r cos φ+ x4)3/2

)
+O(m2

2).

上での議論を動機として、こんどは小さいけれども e �= 0およびm3 �= 0なる完全な三体問
題を考えよう．われわれの議論に合うような形に運動方程式を階数降下することに努める．ま
ず、式 (8)を新しい変数 J の定義として使う．J は完全な三体問題ではもはや運動の定数では
ない．

w = ReiΦ,

とおけば、エネルギー積分と角運動量積分は次の形をとる．

1
2R

2 − 1
r = m−1

2 (1 −m2)
−1h+O(m3) = −1

2 +O(m3),

Rr sin(Φ − φ) = m−1
2 (1 −m2)

−1C + O(m3) =
√

1 − e2 +O(m3).

rとRに対する上の 2つの式を φとΦによって解くことができて、

r = r(φ,Φ, e) = 1 +O(m3, e),

R = R(φ,Φ, e) = 1 +O(m3, e).

こんどは独立時間変数を tから φに置き換える．簡単な計算によれば

dφ

dt
= 1 − x4ρ+O(m3, e),

であり、また式 (7)を次の形に書き換えることができる．

dx

dφ
= −

1
2
x3y

1 − x4ρ
+O(m3, e),

dy

dφ
=

−x4 + x6ρ2 +m2g1(x, r, φ)

1 − x4ρ
+O(m3, m

2
2, e),

dJ

dφ
= m2eF (x, y, J,Φ, φ) +O(m3, m

2
2, e

2),

dΦ

dφ
= 1 +O(m3, m2, e).

(9)

ここで F は x, y, J,Φおよび φの関数である．F の明示的な形は後で与える．
式 (9)で定義される流れは４次元空間のなかで時間に依存する．われわれはm2, eおよびm3

が小さい系の解に興味がある．この目的のために、さらに座標変換をするのが都合よい．次の
ようにおく．

ue(φ−ψ)i = eφi +R2r sin(Φ − φ)ieΦi. (10)
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u関する上の式は解くことができて、u = e+O(m3)であることがわかる．uがゼロでなけれ
ば (これは 0 ≤ m3 � eならつねに正しい)、ψに関する式を解くことができる．ψを独立変数
として用い、Φと置き換えよう．長ったらしい詳細を省いて、運動方程式をx, y, Jおよびψと
新しい時間変数 φで書けば、

dx
dφ = −

1

2
x3y

1 − x4ρ
+O(m3, e),

dy
dφ =

−x4 + x6ρ2 +m2g1(x, r, φ)
1 − x4ρ

+O(m3, m
2
2, e),

dJ
dφ = −2m2ex

4 sinφ cosψ
1 − x4ρ

(
−1 + 3

(1 − 2x2 cosφ+ x4)5/2

)
+O(m3, m

2
2, e

2),

dψ
dφ = 1

1 − x4ρ
+O(e,m3).

(11)

上の式は ψが (10)式で解けるときだけ正しいことを注意しておく．これを成り立たせるた
めに、0 ≤ m3 � eを要請する．しかし、m3 = e = 0のとき運動方程式は ψに依存しない．だ
からその値は任意に指定でき、しかも式 (11)はなお正しい．

5. 制限三体問題
この節ではm3 = e = 0の場合を議論する．この条件で得られる系は円制限三体問題または

単に制限三体問題である．運動方程式は次のように簡単になる．

dx

dφ
= −

1
2
x3y

1 − x4ρ
,

dy

dφ
=

−x4 + x6ρ2 +m2g1(x, r, φ)

1 − x4ρ
+O(m2

2),

dJ

dφ
= 0,

dψ

dφ
=

1

1 − x4ρ
.

(12)

上の式でつねに r = 1であり、

ρ = ρ0 − m2x
2

1 − x4ρ0

(
−1 − x2 cosφ+

1

(1 − 2x2 cosφ+ x4)3/2

)
+ O(m2

2),

ρ0 =
1 ±

√
1 − x4(y2 − 2x2 − 2J)

x4
,

(13)

である．ただし符号±はm3の相対的角速度に依存する．
さて Jは運動の定数である．これは前に議論した制限三体問題のヤコビ積分である．上の x

および yに対する方程式は ψに依存せずしたがって独立に解ける．
m2 = 0なら上の問題はさらに二体問題に帰着する．すると ρ = −J は運動の定数で、運動
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方程式はさらに簡単な次の形になる．

dx
dφ = −

1

2
x3y

1 + x4J
,

dy
dφ = −x4 + x6ρ2

1 + x4J
,

dJ
dφ = 0,

dψ
dφ = 1

1 + x4J
.

(14)

上の方程式系は完全可積分である．次のようにおこう．

H(x, y, J) =
1

2
y2 +

1

2
x4J2 − x2.

簡単に分かるように、H(x, y, J)は運動の定数である．これは第三体のエネルギーをその質量
(無限小)で尺度変換したものである．Figure 1は、ゼロでない Jを固定して関数H(x, y, J)の
x− y平面のレベル曲線を示している．

Figure 1

ベクトル場 (14)で与えられる流れを x − y面に射影すれば、原点 (0, 0)が流れの特異点で
あることがわかる．方程式の因子 x3のおかげで特異性は双曲的でない．しかし因子 x−3で時
間の尺度変換をすれば (0, 0)が双曲サドル点であることがわかる．サドル点をそれ自身に結ぶ
ホモクリニックループがある．物理的にはこのホモクリニックループは二体問題の放物軌道
に対応する．以後の解析は主としてこのホモクリニックループに基づいている．しかしこの
ホモクリニックループを時間変数φを用いて明示的に書き下すのは難しい．x = ξ(φ)および
y = η(φ)はホモクリニックループ内の解であって η(0) = 0であるとする．このとき ξ(φ(t))お
よび η(φ(t))は次のような明示的な形をとる．

ξ(t, ρ) =

√
2√(

3t+
√

9t2 + ρ6
)2/3

+
(
3t−√

9t2 + ρ6
)2/3 − ρ2

,

η(t, ρ) =

⎧⎨
⎩ ±

√
2ξ2(t) − ξ4(t)ρ2 for x ≥ 0,

∓
√

2ξ2(t) − ξ4(t)ρ2 for x ≤ 0.

(15)
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ここで±は ρの符号に依存する．後のために、ループはx軸を
√

2|J |−1で横切ること、つまり
ξ(0) =

√
2|J |−1であることを指摘しておく．とくに J = ±√

2のとき、ループは x軸を x = 1

で横切る．
上の特異点、原点O、は x− y面では実際にはベクトル場 (14)の周期軌道であることに注意

する．
さて、(12)式で与えられる流れで、m2が小さいけれどもゼロでない場合に戻ろう．はじめ

に J を固定し ψの式を落とす．
任意の φ0 ∈ [0, 2π)に対して、Σφ0 は φ = φ0で定義される断面とする．Πは Σφ0 上に定義

された第一回帰写像 (ポアンカレ写像)であるとする．原点OがΠの不動点であることは簡単
にわかる．この不動点は縮退している．しかし、McGeheeの定理 [11]または Robinsonの定
理 2.1[16]により、この場合も不動点への1次元安定多様体W s(O)および 1次元不安定多様体
W u(O)がある．さらに、これらの多様体はx > 0のとき実解析的である．Xia[21]によればい
くつかの不連続なヤコビ定数 Jの値を除いて、W s(O)とW u(O)はm2が小さいとき横断的に
交わる．この横断的ホモクリニック軌道のそばにおいてこそ、eとm3の値がゼロではないけ
れども小さいとき、すなわち、完全な平面三体問題において、われわれはいわゆるアーノルド
拡散の非常に複雑な力学と現象が現われることを示す．
制限三体問題の対称性より、異なるホモクリニック点が2つある．最初のものは断面Σφ0=0

上 x軸上にあり、2番目のものはΣφ0=π上 x軸上にある．直観的には、無限小の質点m3をm1

とm2を結ぶ直線上に置いて、m3の速度を調節してその軌道が ω放物的になるようにできる．
対称性により、m3の軌道は α放物的でもあるから、無限遠 (われわれの座標では原点)におけ
る周期軌道へのホモクリニック軌道である．直線上に 3粒子を配置する 2つの異なるやり方か
ら 2つの異なるホモクリニック点が得られる (Fig.2参照)．pおよび pを第一および第二のホ
モクリニック点とし、γおよび γをそれらの軌道とする．後のために、pの軌道 γが二体問題
の放物軌道 (ξ(φ), η(φ)),−∞ < φ < ∞によってすべての時間にわたって一様に近似できるこ
とを指摘しておく．同様に、pの軌道 γも (ξ(φ+ π), η(φ+ π))によって−∞ < φ <∞のすべ
てにわたって一様に近似できる．Xia[21]の結果により、いくつかの不連続なヤコビ定数 J の
値を除いて、また小さなm2に対して、ホモクリニック軌道 γは横断的である．安定および不
安定多様体の解析性により、γもすべての小さなm2の値に対してまたJ のある不連続集合を
除いて横断的である．

Figure 2

Rは小さな長方形で、頂点はホモクリニック点 p上にあり、2つの辺はW s(O)とW u(O)の
一部であるとする (Fig.3参照)．Πは定義される限り第一回帰写像であるとする．
点 q ∈ Rに対して、k = k(q)は Πk(q) ∈ Rなる最小の正整数とする (ただし存在するとし

て)．このような k > 0が存在する点 q ∈ Rすべての集合をDとする．次のようにおく．

Π̃(q) = Πk(q) for all q ∈ D.
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この写像 Π̃は、Rに対するΠの横断写像と呼ばれる．Dは空でない集合であり、さらに無限
に多くの記号からなる推移 (shift)同相写像をDに埋め込めることが示せる．もっと正確には、
次の古典的ホモクリニック点定理が成り立つ (Moser[13]参照)．

Figure 3

定理 5.1. 横断写像 Π̃の不変部分集合 I ⊂ Dが存在して集合 S = NZ(無限個の記号上の両無
限列の空間)に同相であり、また I上の横断写像 Π̃は S上の推移写像に位相共役である．換言
すれば、τ が同相写像 τ : S → Iであって、σが Sの推移写像であるとする．このとき次が成
り立つ．

Π̃τ = τσ.

φ0 = 0なる横断面Σφ0を固定しよう．この横断面上で、対称性により、横断的ホモクリニッ
ク点 pは x軸上にある．事実、安定または不安定多様体に属する点で x軸上にある任意の点は
ホモクリニック軌道を生じる．後のために、任意の ε > 0および正整数 kに対して、原点の近
傍に無限に多くのホモクリニック点があって、その軌道は pの軌道の ε近傍にあり、pの近く
を 2k回通過することを指摘しておく．
この論文全体を通して、tの代わりに φを独立時間変数として使うことを強調しておく．
任意の正整数 nに対して pnは Iの点であって定理 5.1の記号列 (· · ·nnnn, nnn · · ·)に対応す

るとし、γnは流れの場合の対応する軌道であるとする．これらの軌道は無限個あって、n→ ∞
のとき pn → pである．各 nに対して pnは写像Πに関して双曲的であり、この周期軌道 pnの
滑らかな 1次元安定多様体W s(pn)および滑らかな 1次元不安定多様体W u(pn)がある．流れ
の滑らかさおよび定理 5.1の不変集合 I の構造より、nが十分大きければ pnの安定および不
安定多様体は局所的には、ホモクリニック軌道 p0の近くのOの安定多様体W s(O)および不
安定多様体W u(O)に非常に近い (C1位相で)．その上、W s(pn)はW u(O)と横断的に交わり、
W u(O)はW s(O)と横断的に交わり、W s(O)はW u(pn)と横断的に交わる．したがって λ補題
(inclination lemma)より、すべての大きな nに対してW u(pn)とW s(pn)は横断的に交わる．
nを大きくとって周期解 pnを固定する．簡単にわかるように、第一回帰写像Πでの pnの周

期は nであり、横断写像 Π̃での周期は 1である (Πn = Π̃であったことを思いだそう)．
こんどは式 (12)の完全な相空間を考え、方程式の角変数 ψを考慮に入れよう．この状況設
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定では、上の周期軌道の大多数はもはや周期的ではなく、むしろ準周期解に対応する．Ωnは
次式で与えられる集合とする．

Ωn = {(x, y, J, ψ, φ)|(x, y) = pn(J);φ = 0;ψ ∈ S1; J ∈ T ⊂ R}.

ここで T は実数直線の区間 T = (
√

2 + δ1,
√

2 + δ2)で、δ2 > δ1 > 0は小さい．δ1と δ2の値は
後で決める．このときΩnは Π̃の不変集合であり、正規双曲的である．Π̃nは Π̃を集合 Ωnに
制限した写像とする．δ2 > δ1 > 0が小さいときこの写像 Π̃nがねじれ写像であることを示そ
う．円環上のねじれ写像は各同心円を一様に回転する面積保存写像であって、回転量は同心円
の半径とともに単調に変わるような写像であることを思いだそう．
J ∈ T と ψ ∈ S1を集合Ωnの局所座標として使える．

補題 5.1. 大きな nを固定する．δ2 > δ1 > 0および ε > 0があって、すべての C ∈ J =

(
√

2 + δ1,
√

2 + δ2)および 0 < m2 ≤ ε0に対して、Ωn上に定義される写像 Π̃は実解析的ねじ
れ写像である．もっと正確に言えば、fn(C)が

Π̃n(J) = J, Π̃n(ψ) = ψ + fn(J);

なる関数であれば、このときすべての J ∈ T に対して dfn(J)/dJ �= 0である．

証明. (14)式より、Π̃n(J) = J および

Π̃n(ψ) =
∫ 2nπ

0

1

1 + x4J
dφ+ ψ,

がでる．ここで xは周期軌道 γnに沿って評価する．
上の積分を評価するのは、nが大きいときとくに難しい．しかし、m2が十分小さいとき γn

がホモクリニックループに近いという事実が使える．この目的のために、次式で新しい変数を
導入しよう．

v = (1 − x2ρ2)s− yρis. (16)

vはm2 = 0なら運動の定数であり、次のように簡単に計算できる．

dv

dφ
=

−2m2x
2ρg2(x, r, φ)s +m2(ρg1(x, r, φ) + yg2(x, r, φ))is

1 − x4ρ
+O(m2

2). (17)

α ∈ S1をベクトル vと x軸の間の角度とする．つまり v = |v|eαi．単刀直入に計算すると
次が得られる．

dα

dφ
=

2m2x
2ρ2yg2(x, r, φ) +m2(1 − x2ρ2)(ρg1(x, r, φ) + yg2(x, r, φ))

(y2ρ2 + (1 − x2ρ2)2)(1 − x4ρ)
+O(m2

2)

=
−m2(1 + x2)x4y sinφ+m2(1 − x2ρ2)ρx4(1 + 2x2 cosφ)

(y2ρ2 + (1 − x2ρ2)2)(1 − x4ρ)

− m2x
4[(1 + x2ρ2)y sin φ+ (1 − x2ρ2)p(1 − x2 cos φ)]

(1 − 2x2 cosφ+ x4)3/2(y2ρ2 + (1 − x2ρ2)2)(1 − x4ρ)
+O(m2

2).

(18)
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m2 = 0ならαは運動の定数である．m2が小さいとき、Δα(γ)はホモクリニック軌道γに沿っ
ての αの変分、すなわち、Δα(γ)は γに沿ってのm2の一次までの αの変化、とする．Δα(γ)

は上の式を積分して得られる．

Δα(γ) =
∫ ∞

−∞

(
2m2x

2ρ2yg2(x, r, φ) +m2(1 − x2ρ2)

×(ρg1(x, r, φ) + yg2(x, r, φ))

)

(y2ρ2 + (1 − x2ρ2)2)(1 − x4ρ)
dφ+O(m2

2).

ここで p = −Jであり、xと yはホモクリニック軌道 γに沿って評価する．m2の 1次までなら、
Fig.1に示されるように xと yの値は二体問題の放物解によって近似できる．x = ξ(t, ρ), y =

η(t, ρ)は放物解の軌道であって、ξ(t, ρ) = ξ(−t, ρ)かつ η(t, ρ) = −η(−t, ρ)とする．このとき、
次を得る．

Δα(γ) =
∫ ∞

−∞
−m2(1 + ξ2ρ2)ξ4η sin(t− θ)

+m2(1 − ξ2ρ2)ρξ4(1 + 2ξ2 cos(t− θ))dt

+
∫ ∞

−∞
m2ξ

4(1 + ξ2ρ2)η sin(t− θ)

(1 − 2ξ2 cos(t− θ) + ξ4)3/2
dt

−
∫ ∞

−∞
m2ξ

4(1 − ξ2ρ2)ρ(1 − ξ2 cos(t− θ))

(1 − 2ξ2 cos(t− θ) + ξ4)3/2
dt+O(m2

2).

(19)

ここで θは次の積分で与えられる．

θ(t, ρ) =
∫ t

0
ξ4(t, ρ)ρdt. (20)

ξ =
√

2|J |−1 − 2
√

2t2/|J |−7に注意すれば、(19)の積分は J =
√

2のとき非有界であること
がわかり、ただちに δ2 > δ1 > 0が十分小さいときすべての J ∈ T = (

√
2 + δ1,

√
2 + δ2)に対

して、Δα(γ) �= 0が出る．また簡単にわかるように、δ2 > δ1 > 0を小さく選んで、Δα(γ)の
J に関する微分がすべての J ∈ T に対して非ゼロにできる．
後の参考のために、ある c1 �= 0に対してΔα(γ) ∼ c1 log(J − √

2)であることを指摘して
おく．
補題の証明に戻ろう．Δψ(γn)は γnに沿っての ψの変分であるとする．このとき Π̃n(ψ) =

ψ + Δψ(γn)および

Δψ(γn) =
∫ 2nπ

0

1

1 − x4ρ
dφ =

∫ 2nπ

0

x4ρ

1 − x4ρ
dφ mod(2π),

である．ここで xは周期軌道 γnに沿って評価する．Δθ(γn)は周期軌道 γnに沿っての θの変
分であるとする．すると次が成り立つ．

Δθ(γ) =
∫ 2nπ

0

x4ρ

1 − x4ρ
dφ.

ここでも xは γnに沿って評価する．したがってΔψ(γn) = Δθ(γn)である．γnはホモクリニッ
ク軌道 γによって近似できるから、

Δψ(γn) = Δθ(γn) =
∫ ∞

−∞
x4ρ

1 − x4ρ
dφ+ εn,
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である．ここで n → ∞のとき εn → 0であり、xはホモクリニック軌道 γに沿って評価する．
αの定義 (式 (16))により、x = y = 0なら α = θである．ゆえに次を得る．

Δψ(γn) = Δθ(γn) = Δα(γ) + εn +O(m2
2).

したがって δ2 > δ1 > 0およびm2 > 0が十分小さく nが十分大きいとき、Δψ(γn)(J)および
J に関するその微分はすべての J ∈ (

√
2 + δ1,

√
2 + δ2)に対してともに非ゼロである．

これで補題が証明された． �

次の節では完全な三体問題を考える．われわれの問題設定と座標の選び方により、完全な平
面三体問題は制限三体問題をm3と eが小さい場合へ単純に摂動したものである．3節で記述
したシナリオにしたがい、アーノルド拡散が x = y = 0における周期解に対して生じると期待
できそうである．ところが都合の悪いことに、これらの軌道は、摂動を受けても生成的なハミ
ルトン系の場合と違って準周期解にならないという意味でまったく縮退している (ここで ψと
φは 1 : 1共鳴にロックされている)．だから集合 {x = y = 0}上には遷移トーラスがない．こ
れは三体問題における集合 {x = y = 0}の近くでの摂動の性質のためである．しかし、これか
ら示すように、アーノルド拡散は少し違ったシナリオのもとで生じる．
任意の実数 J∗に対してTJ∗はポアンカレ写像の不変曲線J = J∗を表わすとする．TJ∗の軌

道は相空間の不変トーラスに対応する．

6. アーノルド拡散と平面三体問題の非可積分性
この節ではm3と eが小さい場合の完全な平面三体問題を考える．ふたたび 0 < m3 � eと

仮定する．はじめに前節の不変集合 Ωnがm3と eによる摂動のもとで保存されること、さら
にこの不変集合上の不変トーラスのほとんどが生き残ることを示そう．

補題 6.1. e > 0が十分小さければ、Ωnは摂動のもとで保存され、近くの不変多様体Ωe
nにな

る．その上、Ωe
nに制限した横断写像 Π̃nは面積保存微分同相である．

証明. Ωnが生き残ることを示すのは簡単である．すなわち、不変多様体Ωnは正規双曲であり、
正規双曲不変多様体は小さな摂動のもとで生き残る．だからΩnは摂動を受けて近くの不変多
様体 Ωe

nに変わる．Π̃nが面積保存であることを示すために、平面三体問題はハミルトン系で
あること、したがって Π̃nはシンプレクティックであり、系に付随する閉不変微分 2-形式ωが
あることに注意する．この形式を不変部分多様体Ωe

nに制限したものを ωnとする．ωnは Ωn

上への制限写像 Π̃nのもとで不変である．簡単にわかるように、この 2-形式 ωnは非縮退であ
る．これは非縮退の形式からの摂動だからである．ゆえに Π̃nはΩe

n上の面積保存写像である．
事実、系のハミルトン性より、Π̃nはΩe

n上で完全シンプレクティックである．これで補題が証
明された．

ここでKAM(Kolmogorov-Arnold-Moser)理論を不変多様体 Ωe
nに適用できる．Ωe

n上の局所
座標として J と ψを引続き使えば、写像 Π̃nは次の形をとる．

Π̃n(J) = J +O(m3, e), Π̃n(ψ) = ψ + fn(J) +O(m3, e).

任意の実数 J ∈ T に対して、非縮退と非共鳴の条件が成り立てば、Ωn上の不変トーラス TJ
は、e > 0とm3 > 0が十分小さいとして近くの不変トーラスT eJ に変わり、T

e
J は非摂動トー
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ラス Tjと同じ振動数を持つ．その上、Ωn上の不変トーラスの大部分 (リュベーグ測度の意味
で)は小さな摂動のもとで生き残る．しかし、周期解の連続族を含む共鳴トーラスは一般に交
互に現われる楕円および双曲周期解の有限集合に壊れ、これらの周期軌道の安定多様体と不
安定多様体は通常横断的に交わって複雑な力学をつくり、「ストカスティック層」(stochasitic

layer)と呼ばれるカオス領域をつくる．これらのストカスティック層は逐次的な平均操作で取
り除くことができるから、これらの層の厚さは摂動パラメータ eの任意のべきよりも小さい．
事実、これらのストカスティック層は一般に指数関数的に小さい．
非摂動トーラス TJ に対して 2 次元安定多様体W s(pn) × TJ および 2 次元不安定多様体

W u(pn)× TJがある．不変多様体理論によれば、これらの多様体は小さな摂動のもとで生き残
る．すなわち、eが十分小さければやはりもとの非摂動安定および不安定多様体の近くに、不
変トーラス T eJ の 2次元安定多様体W s(T eJ )と 2次元不安定多様体W u(T eJ )がある．
われわれの主たる関心はこれらの多様体が互いにどのように交わっているかにある．W s(pn)

とW u(pn)がΣs0上で横断的に交わっていること、そのため非摂動多様体W s(TJ)およびW u(TJ)

が円内で交わること、またW s(TJ1)およびW u(TJ2)が J1 �= J2のとき交わらないことを知っ
ている．しかし、これから示すように、|J1 − J2|が十分小さければ、摂動多様体W s(T eJ1

)およ
びW u(T eJ2

)は横断的に交わる．この横断的交差はアーノルド拡散を引き起こす．
いまや次の定理を述べることができる．

定理 6.1. 十分大きな nと十分小さなm2を固定する．δ2 > δ1 > 0、e0 > 0および ε1 > 0が存
在して次が成り立つ．J∗ ∈ T = (

√
2 + δ1,

√
2 + δ2)とし、不変トーラス TJ∗は生き残って T eJ∗

になるとする．このとき、すべての 0 < e < e0および 0 < m3 < ε1に対して、T eJ∗の安定多様
体W s(T eJ∗)と不安定多様体W u(T eJ∗)はある点において交わり、その交差は横断的である．そ
の上、ε > 0が存在して |J1 − J2| ≤ εおよび J1, J2 ∈ T ならW u(TJ1)はW s(TJ2)と横断的に交
わる．

これらの不変トーラスの安定および不安定多様体が横断的に交わることの証明は不変集合
S = {x = y = 0, J ∈ R, ψ ∈ S1}の近くの流れの性質に基づいており、また pnの軌道が pの
軌道に近いという事実にも基づいている．この定理の証明は後の節で行なう．
知られているもの以外に n体問題に積分があるかどうかという問題は天体力学の研究で重

要な役割を果してきた．平面三体問題において、上で示したようにアーノルド拡散が存在する
ことは、この問題の力学の複雑さを示している．これはまた平面三体問題にこれ以上実解析的
積分がないことも示している．

定理 6.2. 平面三体問題は、直線運動量、角運動量およびエネルギー積分以外に実解析的な関
数的に独立な積分がないという意味で非可積分である．

この定理は古典的なポアンカレ [15]の定理の拡張になっている．ポアンカレの定理によれ
ば、平面三体問題には実解析的な積分で三体の質量に関しても実解析的な積分は知られている
もの以外にない．

7. 無限遠における拡散と拡散的振動解
この節では次の集合を考える．

S = {x = y = 0; J ∈ R;ψ ∈ S1;φ = 0}.

16



物理空間において集合 Sはm3が速度ゼロで無限遠にあることに対応する．われわれは主とし
てこの集合の近くの解、とくにこの集合の J ∈ T なる部分の近くの解に興味を持っている．
はじめに Sの各点はポアンカレ写像Πの不動点であることを指摘しておく．定理 2.1によ

り、各点は 1次元安定多様体と1次元不安定多様体を持つ．両方の多様体ともx > 0では実解
析的である．
qを Sの点とする．qの不安定多様体W u(q)は、x > 0なる断面Σφ0 |φ0=0上の 1次元実解析

多様体である．集合Sの安定多様体W s(S)は余次元 1である．したがってW u(q)はW s(S)と
ある点で横断的に交わり得る．実際、以前に見たように、m3 = e = 0かつ J ∈ T のときこれ
が成り立っている．W u(q)とW s(S)が横断的に交わるとし、q∗がW u(q)とW s(S)の横断的
交点であるとする．q∗∗は Sの点で q∗ ∈ W s(q∗∗)なるものとする．ここで開部分集合D ⊂ S

から Sへの写像 dを d(q) = q∗∗で定義する．W u(q)とW s(S)の横断的交点はたくさんあるか
ら、写像 dは横断的交点 q∗の選び方に依存する．q∗において交差は横断的であるから、q∗が
qに連続的に依存するように交点 q∗を選ぶ．これにより、写像 dは定義されているところでは
どこでも連続で可微分であることが保証される．
以下ではW u(q)とW s(S)の横断的交点の選び方を (可能なら)ホモクリニック点 pから接続

されたものに固定する．次の補題を証明しよう．

補題 7.1. D0 ⊂ Sを次の集合とする．

D0 = {x = y = 0; J ∈ T ⊂ (
√

2 + δ1,
√

2 + δ2);ψ ∈ S1;φ = 0}.

1. 正数 δ2 > δ1, ε1, ε2,および ε3 があって、J ∈ T, 0 < m2 ≤ ε1, 0 ≤ m3 ≤ ε2 および
0 ≤ e ≤ ε3なら、写像 dはD0上でうまく定義されている．すなわち、D0 ⊂ Dである．

2. m3 = e = 0なら、写像 dはD0上の滑らかなねじれ写像である．
3. 写像 dはD上で面積保存である．

証明. Xia[21]より、m3 = e = 0のとき、点 q ∈ Sの安定多様体と不安定多様体は、Jのほとん
どすべての値および小さなm2の値に対して x− y面で横断的に交わる．とくに、δ2 > δ1 > 0

および ε1 > 0が存在して、J ∈ (
√

2 + δ1,
√

2 + δ2)および 0 < m2 ≤ ε1ならW s(q)とW u(q)

は x− y面で横断的に交わる．これからW u(q)がW s(S)と横断的に交わることが出る．した
がってm3と eが小さいとき、すべての J ∈ T に対してW u(q)とW s(S)が横断的に交わるこ
とがわかる．これで補題の最初の部分が証明された．
m3 = e = 0のとき写像 dは次の形をとる．

d(J) = J および d(ψ) = ψ +
∫ ∞

−∞
1

1 + x4J
dφ.

ここで xは横断的ホモクリニック軌道 γに沿って評価する．補題 5.1の証明によれば
∫ ∞

−∞
1

1 + x4J
dφ = Δα(γ) +O(m2

2),

であり、Δα(γ)も J に関するその微分も、δ1と δ2がうまく選ばれていればすべてのJ ∈ T に
対して非ゼロである．したがって、m2が小さいとき dはD0上の非縮退ねじれ写像である．こ
れで補題の第二の部分が証明された．
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dが面積保存であることを示すために、ふたたびこの問題のハミルトン性に訴えねばならな
い．ωを系の非縮退閉シンプレクティック形式とする．ωはΣ0上の写像Πのもとで保存する．
ω̃を Sへの ωの制限とする．ω̃は非縮退である．d∗ω̃ = ω̃を示す必要がある．D∗は dの定義
におけるすべての q∗の集合とする．簡単にわかるように、D∗はDに微分同相である．d1を
D∗からDへの微分同相とする．このとき d1は n → ∞のときの写像Π−nの極限で与えられ
る．同様にD∗は d(D)に微分同相である．d2 : D∗ → d(D)は n → ∞のときのΠnの極限で
与えられる微分同相写像とする．Πがシンプレクティック形式を保存するから d1も d2もシン
プレクティック形式 ωを保存する．したがって d = (d1)

−1d2はωを保存する．ゆえに d∗ω̃ = ω̃

である．事実、dは完全 (exact)シンプレクティックである．これで補題が証明された． �

さてKAM理論がD ⊂ S 上の写像 dに適用できる．m3 = e = 0ならD上 J = J∗なる各
円は不変円である．これらの不変円のうちディオファントス条件を満たす回転数ものは小さ
な eとm3のもとでD0上に生き残る．定理 2.1より各生き残り不変円CJ∗ は 2次元安定多様
体W s(CJ∗)と 2次元不安定多様体W u(CJ∗)をΣ0上の写像Πに対して持つ．写像 dの定義に
よりこれら 2つの多様体W s(CJ∗)とW u(CJ∗)は円 d−1

1 (CJ∗)内で交わる．以下の交差定理はこ
れら 2つの多様体が実際 Σ0内の他のある点で交わることおよび交差が D0内のすべての不変
円CJ∗に対して横断的であることを述べている．

定理 7.1. δ2 > δ1, ε1, ε2および ε3は補題 7.1の正数とし、CJ∗はD0内で生き残る不変円とす
る．ε2と ε3が十分小さく選ばれ、0 ≤ m3 ≤ ε2および 0 < e ≤ ε3なら、W s(CJ∗)とW u(CJ∗)

はある点で横断的に交わる．その上、ε > 0が存在して、J1, J2 ∈ T かつ |J1 − J2| ≤ εなら J1

の安定多様体W s(CJ1)は J2の不安定多様体W u(CJ2)と横断的に交わる．

ここでも、この定理の証明を後の節に延期する．上の定理の帰結として、アーノルド拡散に
似た、われわれが「擬アーノルド拡散」(pseudo Arnold diffusion)と呼ぶ、ある種の拡散が物
理空間では無限遠に対応する集合D0のまわりに現われる．アーノルド拡散においては、カオ
ス力学を引き起こす基本的機構は遷移トーラスと遷移鎖であったことを思いだそう．上の定理
の不変円はアーノルド拡散の遷移トーラスと同じ効果を持つ (以下の補題 8.1参照)．この縮退
した拡散からの面白い帰結として、平面三体問題の拡散振動解の類の存在が出る．n体問題の
振動解とは t → ∞のとき lim sup max rij = ∞かつ lim inf max rij < ∞なる解のことである．
ただし rijは i番目と j番目の粒子間の距離である．拡散振動解とは遷移トーラスの間をカオ
ス的に拡散する振動解のことである．

定理 7.2. 平面三体問題には振動解が存在する．われわれの記法で詳しく言えば、三体問題に
は、t→ ∞のとき

lim sup |x| > 0 および lim inf |x| = 0,

なる解が存在する．その上、ω極限集合が、定理 7.1の遷移鎖内の不変曲線CJ1 , CJ2, CJ3, . . .を
すべて含む振動解がある．

同様に tが∞および−∞に近づくにつれて振動し、カオス的に拡散する解を構成できるこ
とを注意しておく．また捕獲および脱出解も同様なやり方で構成できる．
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8. 定理群の証明
この節では定理 6.1、7.1および 7.2の証明を行なう．まず定理 7.1を証明しよう．

定理 7.1の証明.

CJ∗ を D0 内の不変曲線とする．m3 = e = 0なら J は運動の定数であり、この曲線は円
J = J∗である．この円の安定および不安定多様体は円内で交わり、もちろんどの交差も横断
的でない．しかし、交差は完全には縮退しておらず、関数Hの法線方向では交差は横断的で
ある (Xia[21])．Lyapunov-Schmitの ruduction法により、eとm3が小さいときにW s(CJ∗)と
W u(CJ∗)の交差が縮退していないことを示すには、J の法線方向への交差の射影が、eとm3

が小さいときにやはり非縮退であることを示せばよい．この目的のためにJの変分ΔJを計算
する必要がある．はじめに運動方程式から次を得る．

dJ/dφ =
−2m2ex

4 sinφ cosψ

1 − x4ρ

(
−1 +

3

(1 − 2x2 cosφ+ x4)5/2

)
+O(m2

2e,m3, e
2).

m2eの一次までの J の変分ΔJ は、上の方程式を積分すれば得られる．まず γに沿ってD0

の点からホモクリニック点 pまでの J の変分を得たい．φ = 0のときの ψの値を ψ0とする．
このとき次を得る．

ΔJ =
∫ 0

−∞
−2m2ex

4 sin φ cosψ

1 − x4ρ

(
−1 +

3

(1 − 2x2 cosφ+ x4)5/2

)
dφ

= cosψ0

∫ 0

−∞
−2m2ex

4 sinφ cos(ψ − ψ0)

1 − x4ρ

×
(
−1 +

3

(1 − 2x2 cosφ+ x4)5/2

)
dφ

+ sinψ0

∫ 0

−∞
2m2ex

4 sinφ sin(ψ − ψ0)

1 − x4ρ

×
(
−1 +

3

(1 − 2x2 cosφ+ x4)5/2

)
dφ

= A cosψ0 +B sinψ0.

(21)

ここで積分はすべてホモクリニック軌道γに沿って行なう．上の式において最後の等式はAと
Bの定義になっている．γの軌道を二体問題の放物軌道 (15)で近似すれば次を得る．

A =
∫ 0

−∞
−2m2eξ

4 sinφ cos(ψ − ψ0)

1 + Jx4

(
−1 +

3

(1 − 2ξ2 cosφ+ ξ4)5/2

)
dφ

+O(m2
2e),

B =
∫ 0

−∞
2m2eξ

4 sin φ sin(ψ − ψ0)

1 + Jx4

(
−1 +

3

(1 − 2ξ2 cosφ+ ξ4)5/2

)
dφ

+O(m2
2e).

(22)

J =
√

2であるから、上の積分は 2つとも非有界である．したがって δ2 > δ1 > 0は十分小さ
いとしてすべての J ∈ T = (

√
2 + δ1,

√
2 + δ2)に対して、AとBはともに非ゼロである．後の

参考のため、J → √
2のとき、ある c2 �= 0に対してB ∼ c2(J −√

2)−2であることを指摘して
おく．
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D0 ⊂ Sを補題 7.1のものとし、CJ∗をD0内の不変曲線とする．J = h(ψ)を円CJ∗の方程式
とする．h(ψ)は滑らかで、ψに関し周期 2πである．J = h1(ψ)は写像d−1

1 のもとでのJ = h(ψ)

の像であるとする．この写像は前節の補題 7.1の証明中で定義されている．写像 d1は Sの点
qを、写像 dの定義内のW u(q)とW s(S)との横断的交点 q∗に写すことを思いだそう．上での
計算から、m2eの 1次までの近似で、d−1

1 は次の形をとる．

d−1
1 : (J, ψ) �→ (J + A cos(ψ + b) +B sin(ψ + b), ψ + b).

ここで bはホモクリニック軌道 pに沿って−∞から 0までの ψの変分である．

b =
∫ 0

−∞
1

1 − x4ρ
dφ =

1

2
Δα(γ) + o(m2

2e) �= 0.

h(ψ)と h1(ψ)の間には次のような関係がある．

h1(ψ) = h(ψ − b) + A cosψ +B sinψ + o(m2e).

同様に、J = h2(ψ)は写像 d−1
2 のもとでの J = h(ψ)の像であるとする．この写像は前節の補

題 7.1の証明の中で定義されている．次の関係がある．

h2(ψ) = h(ψ + b) + A cosψ − B sinψ + o(m2e).

写像 dの定義から h2(ψ) = h1(ψ)である．したがって、次が成り立つ．

h(ψ − b) − h(ψ + b) + 2B sinψ = 0. (23)

h(ψ)は偶でψに関し周期 2πであるから、h(ψ)を次のように cosine級数にフーリエ展開できる．

h(ψ) =
∞∑
n=0

an cos(nψ).

この級数を式 (23)に代入して次を得る．

2an sin(nb) sin(nψ) = 0, for n �= 1

2a1 sin b sinψ + 2b sinψ = 0.

不変トーラスが m2 に関して滑らかであることから n �= 1に対して an = 0であり、また
a1 = B/ sin bであるといえる．したがって次を得る．

h(ψ) = a0 +
B cosψ

sin b
+ h.o.t.

次に、γとは異なるホモクリニック軌道に沿ってのJの変分を計算しよう．5節で指摘したよ
うに、円制限三体問題には原点Oに対して別の対称的横断的ホモクリニック軌道がある．この
ホモクリニック軌道γはすべての−∞ < φ <∞にわたって x = ξ(φ+ π)および y = η(φ+ π)
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によって一様に近似できる．ΔJ(γ)をこのホモクリニック軌道 γに沿っての J の変分とすれ
ば、次を得る．

ΔJ(γ) =
∫ π

−∞
−2m2ex

4 sin φ cosψ

1 − x4ρ

(
−1 +

3

(1 − 2x2 cosφ+ x4)5/2

)
dφ

= A cosψ0 +B sinψ0.

(24)

ここで xと ψの値はホモクリニック軌道 γに沿ってとり、ψ0は φ = 0のときの ψの値である．
ふたたび γの軌道を近似して次を得る．

A =
∫ 0

−∞
2m2eξ

4 sin φ cos(ψ − ψ0)

1 + Jx4

(
−1 +

3

(1 + 2ξ2 cosφ+ ξ4)5/2

)
dφ

+o(m2e),

B =
∫ 0

−∞
−2m2eξ

4 sinφ sin(ψ − ψ0)

1 + Jx4

(
−1 +

3

(1 + 2ξ2 cosφ+ ξ4)5/2

)
dφ

+o(m2e).

(25)

上の積分はともに J =
√

2の近くで実解析的であることを指摘しておく．さらに式 (15)より、
A(J) = A(

√−1J)およびB(J) = B(
√−1J)である．A(J)とB(J)は定数ゼロでないからA(J)

とB(J)は定数ゼロでない．
いまやCJ∗ の安定および不安定多様体が横断的に交わることは簡単にわかる．前節の d, d1

および d2の定義において、W s(q)とW u(S)の横断的交差の選択を固定してホモクリニック点
pからの接続点とした．この交差を pの代わりに pから接続した点と選べば、たとえば d, d1や
d2のように同様な写像を得るはずである．J = h1(ψ)を写像 d

−1

1 のもとでの不変曲線CJ∗の像
とする．このとき h1(ψ)は次のように近似できる．

h1(ψ) = h(ψ − b) + A cosψ +B sinψ +O(m2
2e)

= a0 + B
sin b cos(ψ − b) + A cosψ +B sinψ +O(m2

2e).

ここで bはホモクリニック軌道 γに沿っての ψの変分であり、

b =
∫ π

−∞
1

1 − x4ρ
dφ =

∫ 0

−∞
1

1 + Jξ4(φ)
dφ+O(m2

2, e,m3),

である．同様に、J = h2(ψ)を写像 d
−1

2 のもとでの曲線 CJ∗の像であるとする．すると次が成
り立つ．

h2(ψ) = a0 +
B

sin b
cos(ψ + b) + A cosψ −B sinψ +O(m2

2e).

簡単にわかるように、2本の曲線 J = h1(ψ)と J = h2(ψ)が横断的に交われば、不変曲線CJ∗

の安定および不安定多様体は横断的に交わる．一方、B �= B sin b/ sin bなら、2つの曲線 h1(ψ)

と h2(ψ)は eとm3が小さいとき横断的に交わる．しかし、すでに観察したように、J が
√

2

に近いとBと bは実解析的であり、B ∼ c2(J −√
2)−2かつ b ∼ c1 log(C −√

2)である．した
がって δ2 > δ1 > 0を選んで、すべての J ∈ T = (

√
2 + δ1,

√
2 + δ2)に対してB �= B sin b/ sin b

にできる．したがって 1次近似までで、W s(CJ∗)とW u(CJ∗)は横断的に交わる．
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これで定理 7.1は証明された．

定理 7.2の証明.

定理 7.2は定理 7.1の系である．擬アーノルド拡散における振動解を見つけるために記号力
学に訴える．はじめにArnold[2]と同じように妨害集合(obstructing set)を定義する．
Mを空間Xの滑らかな部分多様体とする．集合Ωが点x ∈Mにおいて多様体Mを妨害する

とは、xにおいてM と交わるどの多様体N もΩによって交差されるときである．例として、
閉曲線M に巻き付く渦巻Ωは曲線を妨害する．

補題 8.1. (1) CJ∗を S上の写像 dの不変曲線とする．U は Σφ0 上の 3次元断面であって、あ
る点 qにおいてCJ∗ の安定多様体W s(CJ∗)に横断的であるとする．Ω = ∪φ≥0U(φ)は U から
出発するすべての軌道の集合であるとする．このときCJ∗の不安定多様体W u(CJ∗)の任意の
点 q∗に対して、Ωは q∗においてW u(CJ∗)を妨害する．

(2) CJ1, CJ2, CJ3, . . .は定理 7.1の不変トーラスであって、i = 1, 2, 3, . . .に対して、CJi
の安

定多様体はCJi+1
の不安定多様体と横断的に交わり、CJi

の不安定多様体はCJi+1
の安定多様体

とポアンカレ断面Σφ0のある点で交わるとする．UはΣφ0内の 3次元断面であってある iに対
してCJi

の安定多様体に横断的であるとし、Ω = ∪φ≥0U(φ)はUから出発するすべての軌道の
集合であるとする．このときΩは、任意の jに対してW u(CJj

)どの点においてもW u(CJi
)を

妨害する．

証明. 任意の点 q ∈ W s(CJ∗)に対して q1 ∈ CJ∗ ⊂ Sは、φ → ∞のとき q(φ) → q1なる点であ
るとする．まず q∗ ∈W u(q1)ならΩは q∗においてW u(CJ∗)を妨害することを示そう．
証明は Sの近くの流れの局所構造から出る．定理 2.1の証明 (Robinson[16])において、いわ

ゆるグラフ変換 (graph transform)の技術が使われた．それによると、基本的にはグラフ変換
のもとで集合U がC∞位相で集合 S1の不安定多様体に収束する．ただし S1 ⊂ Sは Sの点 q1
の小さな近傍である．したがって、任意の ε > 0およびW u(S1)内の q∗の小さな近傍U1に対
して、整数 nが存在してΠn(U)の断片がC∞位相でU1に ε近接である．したがって q∗におい
てW u(S1)に横断的な任意の多様体は、ある整数 nに対してΠn(U) ⊂ Ωと横断的に交わるは
ずである．だからΩは q∗ ∈W u(q1)においてW u(CJ∗)を妨害する．
さてΩが任意の q∗ ∈ W u(CJ∗)に対してW u(CJ∗)を妨害することを示そう．はじめに点列

q1, q2, . . . , qk があって、q ∈ W s(q1), d(q1) = q2, d(q2) = q3, . . . , d(qk−1) = d(qk)および q∗ ∈
W u(qk)であるとする．q∗1 = d−1

1 (q1)とおく．すると q∗1 ∈ W u(q1)であり、上の結果より、Ω

は q∗1 においてW u(CJ∗)を妨害する．その上、写像 dの定義より、整数 nがあって Πn(U)は
W s(q2)に横断的であるからU はW s(q2)に横断的である．同じ議論に従えば、U がすべての
i = 1, 2, . . . , kに対してW s(qi)に横断的であることがわかる．q∗ ∈W u(qk)ならΩは q∗におい
てW u(CJ∗)を妨害する．こんどは任意の U および q∗ ∈ W u(CJ∗)に対して、不変曲線 CJ∗に
制限した写像 dの無理数性より、点 q′ ∈ U で q′ ∈ W s(CJ∗)なるものがあって、CJ∗内の点列
q1, q2, . . . , qkで q′ ∈W s(q1), d(q1) = q2, . . . , d(qk−1) = qkおよび q∗ ∈W u(qk)を満たすものを見
つけることができる．したがってUはW s(CJ∗)のどの点においてもW s(CJ∗)を妨害する．こ
れで補題の最初の部分が証明された．補題の第二の部分も定理7.1を用いて同様に証明できる．
�
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こんどは定理 7.2の証明をしよう．まず写像 dの不変曲線 CJ∗ を固定し、U はW s(CJ∗)に
横断的な 3次元断面とする．遷移鎖CJ1, CJ2, CJ3, . . .内に任意に無限点列 q1, q2, q3, . . .を選ぶ．
上の補題より、U はある点、たとえば q∗1 ∈ W u(q1)において q1の不安定多様体と横断的に交
わる．U1はU の内部の q∗1の小さな近傍とする．ふたたびU1はある点、たとえば q∗2において
q2の安定多様体と横断的に交わる．U12はU1の内部の q∗2の小さな近傍とする．こんどは断面
U12と遷移鎖内の点 q3を考えると U12とW s(q3)の横断的交点 q∗3を見つけることができる．こ
のように続けていけば、U 内に、入れ子になった開集合の列

U ⊃ U1 ⊃ U12 ⊃ U123 ⊃ · · · ,
を得る．入れ子になったこの開集合の列は空でない交わりを持つ．q̃を共通点とする．簡単に
わかるように、十分に小さな集合列を選べば、q̃の軌道は振動的である．すなわち q̃から出発
する軌道に関して、φ→ ∞のとき次を得る．

lim sup |x| > 0 および lim inf |x| = 0.

その上、点列 q1, q2, q3, · · ·をうまく選ぶことにより、q̃の軌道の ω極限集合が遷移鎖内のすべ
ての不変円を含むようにできる．したがって q̃の軌道はカオス的な振動も拡散も示す．
これで定理 7.2の証明が完了した． �

定理 6.1の証明.

T eJ はΩn上の不変円であってJ ∈ T = (
√

2+ δ1,
√

2+ δ2)であるとする．e = m3 = 0ならT eJ
の不安定多様体は円内の集合Sの安定多様体と交わり、この交わりは横断的である．したがっ
て e > 0が十分小さいなら、不変円T eJ の不安定多様体と集合Sの安定多様体はやはり円内で、
たとえば s1内でで交わる．s1から流れに従って前に進んで集合 Sまで行けば、極限として S

上の円 s∗1を得る．同様に s2を T eJ の安定多様体と集合 Sの不安定多様体との交点とし、s∗2を
その α極限集合とする．曲線 s∗1と s∗2の安定多様体と不安定多様体に関し次の補題を得る．

補題 8.2. δ2 > δ1 > 0, ε > 0, e0 > 0が存在し、すべての 0 < e < e0および 0 ≤ m3 < εに対
し、J ∈ T = (

√
2 + δ1,

√
2 + δ2)なら s∗1の不安定多様体と s∗2の安定多様体はポアンカレ断面

Σφ0のある点で横断的に交わる．

証明. 変数 Jと ψを Sの局所座標として使う．J = h(ψ)を曲線 s∗1の表式とする．すると h(ψ)

は滑らかな周期関数である．対称性により、曲線 s∗2は J = h(−ψ)と書ける．e = m3 = 0のと
き、W u(s∗1)はΣφ=0上の円 {(x, y) = p;φ = 0}および Σφ=π上の円 {(x, y) = p;φ = π}におい
てW s(s∗2)と交わる．この交差はもちろん縮退している．しかし縮退は Jに関してのみであっ
て ψ方向である．eが小さいとき交差が非縮退であることを示すためには、eが小さいとき J

に関して ψ方向で非縮退であることを示せばよい．したがって曲線 γおよび γに沿っての曲
線 s∗1および s∗2の J に関する変分を考えるだけでよい．C = h1(ψ)を写像 d−1

1 のもとでの曲線
J = h(ψ)の像とする．このとき次が成り立つ．

h1(ψ) = h(ψ − b) + A cosψ +B sinψ + h.o.t.

ここでA,Bおよび bはこの節のはじめに定義したものと同じである．対称性により、写像 d−1
2

のもとでの曲線 s∗2の像は次の式で記述される．

J = h1(−ψ) = h(−ψ − b) + A cos(−ψ) +B sin(−ψ) + h.o.t.
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これらの 2本の曲線は h′(−b) + B �= 0なら横断的に交わる．これが成り立たないとし、すべ
てのC ∈ J に対して h′(−b) +B ≡ 0と仮定する．W u(s∗1)とW s(s∗2)の他の交点を考え、交差
のいくつかは横断的であることを示す．
p∗1 ∈ Σ0は横断的ホモクリニック軌道であって、p∗1の軌道が pの近くを 2度通過するとする

(Fig.3参照)．前に指摘したように、このようなホモクリニック軌道は無限にある．さらに、任
意の ε > 0に対して p∗1を選んで p∗1の軌道が pの軌道の ε近傍内にあるようにできる．ここで
d1および d2に似た写像 d1,p∗1および d2,p∗1を考える．その際、W

u(q)とW s(S)の横断的交点と
して pの代わりに p∗1を使う．J = h2(ψ)を写像 d−1

1,p∗1
のもとでの曲線 s∗1の像とする．上の計算

と同様にして次を得る．

J = h2(ψ) = h(ψ − 2b) + 2B sin(ψ − b) +O(ε) + h.o.t.

また写像 d−1
2,p∗1
のもとでの s∗2の像は次式で表わされる．

J = h2(−ψ) = h(−ψ − 2b) + 2B sin(−ψ − b) +O(ε) + h.o.t.

上の 2本の曲線は h′2(0) �= 0なら、また同じことだが

h′(−2b) + 2B cos(−b) +O(ε) �= 0,

なら横断的に交わる．εは任意に小さくできるから、h′(−2b) + 2B cos(−b) �= 0なら補題は証
明されたことになる．
上のことが成り立たない、つまりすべての J ∈ T = (

√
2 + δ1,

√
2 + δ2)に対して h′(−2b) +

2B cos(−b) ≡ 0と仮定する．ここで原点の近くの別の対称ホモクリニック点 p∗2で、p
∗
2の軌道

が pの近くを 4度 通過し、p∗2の軌道は pの軌道の ε近傍にあるようなものを考える．上の議
論と同様にして、次が成り立てば補題は証明されたことになる．

h′(−4b) + 2B cos(−3b) + 2B cos(−b) �= 0.

ふたたび、上が正しくないと仮定する．すなわち次のように仮定する．

h′(−4b) + 2B cos(−3b) + 2B cos(−b) ≡ 0.

このようなやり方を k = 1, 2, 3, . . .すべてに続ければ次を得る．

h′(−2kb) − h′((2k − 2)b) + 2B cos((2k − 1)b) ≡ 0.

b/2πが無理数なら、h′(ψ)の連続性より次を得る．

h′(ψ + b) − h′(ψ − b) + 2B cosψ = 0, for all ψ ∈ S1. (26)

曲線 s∗1と s∗2が滑らかであることから、上のことがすべての bに対しても成り立つことがわか
る．こんどは h(ψ)をフーリエ級数に展開しよう．

h(ψ) =
∞∑
k=0

an cosnψ + bn sinnψ.
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この式を (26)に代入し、anと bnに関して解けば、すべての n �= 0, 1に対して an = bn = 0で
あり、b1 = 0, a1 = B/ sin bであることがわかる．(ここでふたたび曲線 s∗1がm3に関して滑ら
かであることを使った.) したがって曲線 s∗1は次の形をとる．

J = h(ψ) = a0 +
B

sin b
cosψ.

定理 7.1の証明から、一次近似では s∗1 = s∗2が S上の写像 dの不変曲線であることが出る．
同じ議論にしたがえば、s∗1の不安定多様体と s∗2の安定多様体が、ポアンカレ断面Σφ0のある
点において横断的に交わることが示せる．これで補題が証明された． �

こんどは補題を使って定理 6.1の証明を完結させよう．
前に見たように、不変円 T eJ の不安定多様体は集合Sの安定多様体と曲線 s1において横断的

に交わる．ふたたび定理 2.1の証明に使ったグラフ変換の技術にしたがえば、ポアンカレ写像
の繰り返しのもとでのW u(T eJ )の像はC∞位相で曲線 s∗1の不安定多様体に収束する．同様に、
ポアンカレ写像の逆の繰り返しのもとでのW s(T eJ )の像はC∞位相で曲線 s∗2の安定多様体に
収束する．上の補題により、s∗1の不安定多様体と s∗2の安定多様体はポアンカレ断面内のある
点で横断的に交わるから、不変円 T eJ の安定多様体と不安定多様体はポアンカレ断面Σφ0内の
ある点で横断的に交わると言える．これで定理は証明された． �

References

1. V.M. Alekseev, Quasirandom dynamical systems, I, II, III, Math. USSR-Sb. 5 (1968),

73-128; 6 (1968), 505-560; 7 (1969), 1-43.

2. V.I. Arnold, Instability of dynamical systems with several degrees of freedom, Dokl. Akad.

Nauk SSSR 156 (1964), 9.

3. V.I. Arnold(Ed), Dynamical Systems III, Encyclopaedia of Mathematical Sciences, Vol.3,

Springer-Verlag, New York, 1988.
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