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Abstract

この論文ではメルニコフの方法により、円制限三体問題において、2つの主星のいくつかの
有限個の質量比を除いてすべての質量比に対して、横断的ホモクリニック軌道の存在を示す．
これは振動および捕獲運動の族の存在を意味する．これはまた、2つの主星のいくつかの有限
個の質量比を除いてすべての質量比に対して、よく知られたヤコビ積分以外に、円制限三体問
題に実解析的積分が存在しないことも示している．これは古典的なポアンカレの定理 [10]の
拡張になっている．われわれの方程式中に現われる特異性は縮退しているから、McGehee[7]

の安定多様体定理を利用する．

1. 序
Sitnikov[13]は特別な制限三体問題の場合に振動および捕獲軌道の族が存在することを証明

した．Alekseev[1]は Sitnikovの発想を拡張し横断的ホモクリニック軌道との関係を強調した．
彼はゼロでないすべての質量に対して同じ結果を証明した．この例に関する詳細な議論につい
てはMoser[9]を参照されたい．捕獲および振動軌道に関する他の例については [3,8,12]を参照
されたい．
この論文では、制限三体問題において無限遠の周期軌道への横断的ホモクリニック軌道の存

在を、2つの主星のいくつかの有限個の質量比を除いてすべての質量比に対して示す．記号力
学により、このような横断的ホモクリニック軌道は、制限三体問題に Smaleの馬蹄を作りだ
し、カオスをもたらす．そのうえ、この軌道から、Sitnikov問題と同様非可算個の振動および
捕獲軌道が得られる．横断的ホモクリニック軌道の存在からのもう一つの帰結は、制限三体問
題の非可積分性である．これは古典的なポアンカレの定理 [10]の拡張になっている．ポアンカ
レの定理によれば、知られているヤコビ積分以外に実解析積分で、2つの主星の質量に関して
も解析的なものは存在しない．
この問題では無限遠の周期軌道は縮退しているので、標準的安定多様体定理は適用できな

い．その代わり、McGehee[7]による定理で Easton[2]および Robinson[11]によって拡張され
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たものを使う．メルニコフの摂動技術を使って横断的ホモクリニック軌道の存在を示す．われ
われの使う微小摂動パラメータは 2つの主星の質量比である．主星の 1つが質量ゼロなら系は
二体問題に帰着し、積分可能となる．主星の 1つの質量がもう 1つに比べて小さければメルニ
コフの方法で、無限遠の周期軌道への横断的ホモクリニック軌道の存在が示せる．このとき安
定多様体の解析性から、結果が、いくつかの有限個の質量比を除いてすべての質量比に拡張で
きる．
著者は、同様の結果がLlibre and Simó[5,6]でなされていることを指摘してくれたレフェリー

および J.Llibreに感謝する．[5]でLlibre and Simóは、ヤコビ定数Cが十分大きく、主星の質
量比が十分小さければ、無限遠の周期軌道への横断的ホモクリニック軌道が存在することを示
した．われわれの論文では、質量比が十分小さくて、ヤコビ定数が±√

2に近い場合にもこれ
が成り立つこと示すことができる．[5,6]での彼らの方法に比べて、われわれの方法は明快で単
純である．さらに、多様体の解析性および問題のシンプレクティック性を利用して、この結果
を十分大きなヤコビ定数の場合に、ほとんどすべての質量比に対して拡張することができる．
著者はもとの原稿の決定的な間違いを指摘してくれたK.Meyer教授にも感謝する．

2. 制限三体問題
ユークリッド平面R2内をニュートンの重力のもとで動いている3質点 P1, P2, P3を考える．

重心は原点に固定されているとし、P1とP2の質量をμおよび 1−μとする．ただし 0 ≤ μ ≤ 1

である．さらに P3の質量はゼロであるとするので、得られる系はいわゆる制限三体問題であ
る．P3は P1と P2の運動に何の影響も与えないから、後者の二体は二体問題を定義し、P1と
P2の軌道は完全に理解できる．これらは円、楕円、放物線または双曲線軌道上を動く．P1と
P2が円軌道をまわっていと仮定すれば、系は円制限三体問題、あるいは単に制限三体問題と
呼ばれる．

q = (q1, q2)を P3の位置とし、p = (p1, p2) = (q′1, q
′
2)を P3の速度とすれば、P3の運動は次

の方程式で決定される．
q′ = p,

p′ = Uq.
(1)

ここでU はポテンシャル関数で、Uqは qに関するU の勾配である．

U =
1 − μ√

(q1 − μx12)2 + (q2 − μy12)2
+

μ√
(q1 + (1 − μ)x12)2 + (q2 + (1 − μ)y12)2

.

ここで x12, y12は P1から P2への距離ベクトルの x軸および y軸上の成分である．円制限三体
問題の場合、次を得る．

x12 = cos t, y12 = sin t.

μ = 0なら、問題は二体問題に帰着して、質量 1の粒子が原点にあってもう一つの質量ゼロ
の粒子がそのまわりをまわっている．この問題は完全可積分である．制限三体問題をμが小さ
いとして二体問題からの摂動問題として扱う．μの一次までの近似で U は次のように表わさ
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れる．

U =
1√

q2
1 + q2

2

+ μ

(
− 1

(q2
1 + q2

2)
1/2

+
q1 cos t + q2 sin t

(q2
1 + q2

2)
3/2

+
1

((q1 + cos t)2 + (q2 + sin t)2)1/2

)
+ O(μ2).

(2)

われわれが特に興味を持つこの μ = 0の二体問題の特解は放物解である．これは質量ゼロ
の粒子が極限速度ゼロで無限遠に近づく解である．うまい座標変換を用いて、無限遠に周期
解があることを示す．この周期解は縮退したサドルであり、放物軌道はまさに t → ∞および
t → −∞のときにこの周期軌道に近づく軌道であることがわかる．μが小さいとき、上の周期
軌道は生き残り、放物軌道のいくつかはこの周期軌道への横断的ホモクリニック軌道になるこ
とを示す．
方程式を望ましい形にし、無限遠の特異性を有限の場所に持って来るためには、いくつかの座

標変換が必要である．最もよい尺度変換は |q| = x−2であるようだ．S1の角変数 sを q = x−2s

で定義する．運動量を動径成分と角度方向成分に次のように分ける．

p = ys + x2ρis.

ここで isは、単位ベクトル sに直角な単位ベクトルを表わす複素表示であり、ρは P3の角運
動量である．これらの新しい変数を使えば

U = x2 + μx2

(
−1 + x2 cos(t − θ) +

1

(1 + 2x2 cos(t − θ) + x4)3/2

)
+ O(μ2), (3)

となり、方程式は以下のようになる．

x′ = −1
2
x3y,

y′ = −x4 + x6ρ2 + μg1(x, t − θ) + O(μ2),

θ′ = x4ρ,

ρ′ = μg2(x, t − θ) + O(μ2).

(4)

ここで θ ∈ S1は角変数であって、s = (cos θ, sin θ)であり、g1(x, t− θ), g2(x, t− θ)は一次の摂
動項であって次式で与えられる．

g1(x, t − θ) = x4

(
1 − 2x2 cos(t − θ) − 1 + x2 cos(t − θ)

(1 + 2x2 cos(t − θ) + x4)3/2

)
,

g2(x, t − θ) = x4 sin(t − θ)

(
1 − 1

(1 + 2x2 cos(t − θ) + x4)3/2

)
.

(5)

上の系は 5次元空間内にある．しかし系はヤコビ積分と呼ばれる第一積分

1

2
y2 +

1

2
x4ρ2 − U − ρ = C,
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を持つ．ここでCはヤコビ定数と呼ばれる．上の積分は ρについて解けるから、ρに関する
式は落すことができる．

ρ = ρ0 − μx2

(1 − x4ρ0)

(
−1 + x2 cos(t − θ) +

1

(1 + 2x2 cos(t − θ) + x4)3/2

)
+ O(μ2),

ρ0 =
1 ±

√
1 − x4(y2 − 2x2 − 2C)

x4
.

(6)

ここで±符号は P3の相対的角速度に依存する．
上の方程式において時間変数 tはつねに t − θの形で現われることに注意しよう．この事実

を使えば系の次元をさらに下げることができる．新しい角変数 sを次式で定義する．

s = t − θ, s ∈ S1.

方程式系はいまや次のようになる．

x′ = −1

2
x3y,

y′ = −x4 + x6ρ2 + μg1(x, s) + O(μ2),

s′ = 1 − x4ρ.

(7)

ここで ρは x, y, sおよびCの関数であり、上の (6)式で与えられる．
はじめにμ = 0の場合、すなわち摂動無しの二体問題を考えよう．運動方程式は次式に帰着

する．

x′ = −1

2
x3y,

y′ = −x4 + x6ρ2,

s′ = 1 − x4ρ.

(8)

ここで ρはこんどは一定である (ρはP3の角運動量であったことを思いだそう)．x, yに関する
方程式は sに無関係であり、明示的に解ける．Hは xと yの関数であって、次式で定義される
とする．

H(x, y, ρ) =
1

2
y2 +

1

2
x4ρ2 − x2. (9)

Figure

H(x, y, ρ)が運動の定数であることは簡単にわかる (実は、HはP3のエネルギーである)．Figure
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1には x, y座標の流れが示されている (x > 0が物理空間に対応することに注意しよう)．流線
はH のレベル曲線に対応する．原点 (0, 0)は流れの特異点である．この特異点は縮退してお
り、時間を x−3倍だけ尺度変換した後では、これは双曲サドルであって、このサドルへのホモ
クリニックループがあることがわかる．後の解析はこのホモクリニックループを基礎にしてい
る．ホモクリニックループの軌道は、次のようにあからさまに書ける．

x(t) = ξ(t, C) =

√
2√

(3t +
√

9t2 + C6)2/3 + (3t −√
9t2 + C6)2/3 − C2

,

y(t) = η(t, C) =

⎧⎨
⎩ ±

√
2ξ2(t) − ξ4(t)C2 for x ≥ 0,

∓
√

2ξ2(t) − ξ4(t)C2 for x ≤ 0.

(10)

ここで±は Cの符号に依存する．ξ(t, C)は tの偶関数、η(t, C)は tの奇関数であることに注
意しよう．
方程式が時間に依存しないから任意の t0 ∈ Rに対して、(ξ(t− t0, C), η(t− t0, C))も原点の

縮退サドルへのホモクリニックループである．ξ(t, C)と η(t, C)が sの関数としてあからさま
に書ければ具合いがいい．最後には sを独立変数として使うつもりだからである．方程式は非
常に複雑に見え、解を閉じた形で求められそうもない．x0(s)および y0(s)を sで表わしたホモ
クリニックループの式とする．すなわち、x0(s) = ξ[t(s), C]および y0(s) = η[t(s), C]とする．
θの初期値を 0に選ぶ．そうするに当たって (?)、x0(s)は sの奇関数で y0(s)は偶関数である．
こんどは 0 < μ 	 1の場合を考えよう．はじめに xと yに関する方程式を尺度変換して sに

関する式を消去しよう．そうして得られる方程式は周期的に時間に依存する．

dx

ds
=

−1
2
x3y

1 − x4ρ
,

dy

ds
=

−x4 + x6ρ2

1 − x4ρ
+

μg1(x, s)

1 − x4ρ
+ O(μ2).

(11)

ここで、ふたたび ρは x, y, sの関数であり、ヤコビ定数Cはヤコビ積分 (6)で決まる．
sを独立変数として使うためには1− x4ρ 
= 0であることが要求される．xが小さいか ρ < 0

ならこれはいつも成り立つ．
μ 
= 0なら、原点のもともとの不動点は sに関して周期 2πの周期点になる．t → ∞でこの

周期点に漸近的に近づく軌道は ω放物的と呼ばれ、同様に、t → −∞でこの周期点に漸近的
に近づく軌道は α放物的と呼ばれる．この周期軌道も縮退している．方程式が時間依存であ
るから、因子 x−3によって時間変数を尺度変換して特異性を取り除くことはできない．ゆえ
に、標準的な安定多様体定理をこの周期軌道に適用することができず、これらω放物軌道とα

放物軌道が滑らかな多様体を形成するかどうかは明らかでない．しかし、縮退不動点に関する
McGehee[7]の安定多様体定理によって、これらω放物軌道とα放物軌道の滑らかな多様体構
造は保証されている．

定理 1. 方程式 (11)の {x ≥ 0}における周期軌道γ : x = 0, y = 0, s ∈ S1の安定および不安定多
様体は x > 0のとき実解析多様体である．すなわち、W s(γ)∩{x > 0}およびW u(γ)∩{x > 0}
は実解析的である．換言すれば、ヤコビ定数 Cを固定したとき、ω放物軌道と α放物軌道は
相空間において実解析的部分多様体をなす．
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McGehee[7]は縮退した不動点のある類に関して安定多様体定理を証明した．この定理は彼
の安定多様体定理の応用として証明された．最近、Robinson[11]はMcGeheeの定理を拡張し、
さらに一般の縮退不変集合に適用できる安定多様体定理を証明した．もっと詳しい議論につい
てはRobinson[11]を参照されたい．
第三体が 2つの主星と二体衝突をすることによる特異性が方程式 (11)にいくつかあること

を指摘しておく．しかし、よく知られているように、これらの二体衝突は正則化できる．すな
わち、これらの特異性は適当な座標および時間変換で取り除ける．定理 1の安定および不安定
多様体の解析性は、二体衝突の特異性を正則化していることを前提にしている．
定理 1の証明から、安定多様体と不安定多様体はヤコビ定数 Cおよび質量比 μ, μ 
= 0に関

しても実解析的であることを指摘しておく (μ = 0なら二体衝突の正則化は特異である)．

3. メルニコフ関数
こんどはメルニコフの摂動技術を使って横断的ホモクリニック軌道の存在を示そう．μ = 0

ならW s(γ)とW u(γ)は全く同一の多様体であることに注意しよう．μ 
= 0なら、これらの多
様体は分離する．直観的には、これらの多様体は以下の議論からわかるように、いつも交わっ
ている．

P3を時刻 t = 0に x軸におく．この粒子の速度と原点からの距離を調節して、望むヤコビ定
数の値を持つようにし、極限速度ゼロで無限遠に逃げるようにできる．だから ω放物的であ
る．対称性により、これはα放物的でもあるから、これが γのホモクリニック軌道であると言
える．
このようにして本当に相空間の中にホモクリニック軌道が与えられること、その上これがあ

るヤコビ定数に対しては横断的であることを示そう．
Σs0 を相空間内の横断面 s = s0 とし、(xu

μ(s, s0), y
u
μ(s, s0)) は W u(γ) 内の軌道であって、

(xu
μ(0, s0), y

u
μ(0, s0)) ∈ Σs0 であるとする．同様に、(xs

μ(s, s0), y
s
μ(s, s0))はW s(γ)内の軌道で

あって、(xs
μ(0, s0), y

s
μ(0, s0)) ∈ Σs0であるとする．このとき次の補題を得る．

補題 1. |C| >
√

2なる任意の固定したCに対して、指定した時間区間のあいだ以下の近似が
一様に成り立つ．

xs
μ(s, s0) = x0(s − s0) + μxs

1(s, s0) + O(μ2), s ∈ [s0,∞),

ys
μ(s, s0) = y0(s − s0) + μys

1(s, s0) + O(μ2), s ∈ [s0,∞),

xu
μ(s, s0) = x0(s − s0) + μxu

1(s, s0) + O(μ2), s ∈ (−∞, s0],

yu
μ(s, s0) = y0(s − s0) + μyu

1 (s, s0) + O(μ2), s ∈ (−∞, s0].

(12)

ここで関数 xs
1(s, s0), y

s
1(s, s0)および xu

1(s, s0), y
u
1 (s, s0)は、非摂動軌道 (x0, y0)に沿っての方程

式 (11)の第一変分方程式によって決定される．

この補題の証明は次の 2つの観察から容易に出る．(1) 標準的な Gronwall評価によれば、
(x0(0), y0(0))のO(μ)から出発した摂動軌道は、任意のしかし有限の時間のあいだは (x0(s), y0(s))

のO(μ)内にとどまる．(2) 定理 1より、W u(γ), W s(γ)はC∞多様体であり、摂動を受けた多
様体は非摂動多様体にC∞近接である．

μ > 0のときの摂動が二体衝突において特異性を持つこと、および |C| ≤ √
2のとき安定多

様体および不安定多様体内の軌道が二体衝突をする可能性があることから、|C| >
√

2という
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条件は必要であることを注意しておく．
H(x, y) = 1

2
y2 + 1

2
x4ρ2 −x2は (9)式で定義されたエネルギー関数であるとする．ここで ρは

(6)式で与えられる．μ 
= 0ならHはもはや運動の定数ではなく、次が成り立つ．

dH

ds
=

μ(yg1(x, s) + x4ρg2(x, s))

1 − x4ρ
+ O(μ2). (13)

d(s0)を以下のベクトルとする．

d(s0) = (xs
μ(s0, s0), y

s
μ(s0, s0)) − (xu

μ(s0, s0), y
u
μ(s0, s0)).

このベクトルは、W s(γ)とW u(γ)がΣs0上の s = s0においてどのくらい離れるかを測る．第
一変分方程式を積分して d(s0)を見つけるのは難しい．ここではメルニコフの技術を使って
W s(γ)とW u(γ)が互いにどのように交わるかを調べる．HN(x0(0), y0(0))を点 (x0(0), y0(0))

におけるH(x, y)への法線とする．すなわち、

HN(x0(0), y0(0)) = (Hx(x0(0), y0(0)), Hy(x0(0), y0(0))).

さらに d(s0)は点 (x0(0), y0(0))において関数H(x, y)の法線方向へのベクトル d(s0)の射影と
する．このとき一次近似までで次を得る．

d(s0) =
HN(x0(0), y0(0))

|HN(x0(0), y0(0))| · (xs
μ(s0, s0) − xu

μ(s0, s0), y
s
μ(s0, s0) − yu

μ(s0, s0))

= μ
HN(x0(0), y0(0))

|HN(x0(0), y0(0))| · (xs
1(s0, s0) − xu

1(s0, s0), y
s
1(s0, s0) − yu

1 (s0, s0)) + O(μ2).

ここで xs
1(s, s0), y

s
1(s, s0), x

u
1(s, s0), y

u
1 (s, s0)は補題 1で与えられるものである．

d(s0)は横断面Σs0 上の点 (x0(0), y0(0))における多様体W u(γ), W s(γ)の距離を近似してい
る．この値を見つけるために、補題 1より、次を観察しよう．

H(xs
μ(s0, s0), ys

μ(s0, s0))

= H(x0(0), y0(0)) + μHN(x0(0), y0(0)) · (xs
1(s0, s0), y

s
1(s0, s0)) + O(μ2),

H(xu
μ(s0, s0), yu

μ(s0, s0))

= H(x0(0), y0(0)) + μHN(x0(0), y0(0)) · (xu
1(s0, s0), y

u
1 (s0, s0)) + O(μ2).

したがって、

d(s0) |HN(x0(0), y0(0))|
= H(xs

μ(s0, s0), y
s
μ(s0, s0)) − H(xu

μ(s0, s0), y
u
μ(s0, s0)) + O(μ2)

=
∫ ∞

−∞
dH(x, y)

ds
ds + O(μ2)

= μM(s0) + O(μ2),

(14)

である．ここでM(s0)はメルニコフ関数であり、次式で与えられる．

M(s0) =
∫ ∞

−∞
μ−1dH

ds
(x0(s − s0), y0(s − s0))ds

=
∫ ∞

−∞
yg1(x0(s − s0), s) + x4

0(s − s0)ρg2(x0(s − s0), s)

1 − x4
0(s − s0)ρ

ds.
(15)
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非摂動ホモクリニック軌道に沿っては ρ = −Cであることに注意しよう．メルニコフ関数を使
えば次を得る．

d(s0) = μ
M(s0)

|HN(x0(0), y0(0))| + O(μ2)

= μ
M(s0)

|2x3
0(0)C2 − 2x0(0)| + O(μ2)

= μ
C

2
√

2
M(s0) + O(μ2).

(16)

メルニコフ関数を決める式はとても複雑なので、その値を決めるのは困難である．ある種の
簡単化が必要である．次の式は簡単に確かめられる．

g1(x, s) + x4ρg2(x, s)

1 − x4ρ
=

g2(x, s)

1 − x4ρ
+

d

ds

(
x2
(
−1 + x2 cos(t − θ)

+
1

(1 + 2x2 cos(t − θ) + x4)3/2

))
+ O(μ2).

ここで ρと ρ0は x(s), y(s)および sによって表わされている．上の式を使えば、メルニコフ積
分は次の簡単な形になる．

M(s0) =
∫ ∞

−∞
g2(x(s − s0), s)

1 − x4
0(s − s0)ρ0

ds

=
∫ ∞

−∞
g2(x(s), s + s0)

1 − x4
0(s)ρ0

ds

=
∫ ∞

−∞
g2(x0(s), s + s0)dt

=
∫ ∞

−∞
x4

0(s) sin(s + s0)

(
1 − 1

(1 + 2x2
0(s) cos(s + s0) + x4

0)
3/2

)
dt.

(17)

簡単にわかるように、対称性により、s0 = πならM(s0) = 0である．s0 = πがメルニコフ
関数M(s0)の単純ゼロ点であることを示すには、M ′(s0)|s0=π 
= 0を示す必要がある．直接計
算から次を得る．

M ′(π) =
∫ ∞

−∞
x4

0(s) cos(s + π)dt

−
∫ ∞

−∞
x4

0(s) cos(s + π)

(1 + 2x2
0(s) cos(s + π) + x4

0(s))
3/2

dt

−
∫ ∞

−∞
3x6

0 sin2(s + π)

(1 + 2x2
0(s) cos(s + π) + x4

0(s))
5/2

dt.

(18)

上の積分で、x0(s) = ξ(t, C)は (10)式で与えられる．また sは次の積分から得られる．

s = t − θ = t −
∫ t

0
x4ρdt = t +

∫ t

0
ξ4(t, C)Cdt.

C = ±√
2ならメルニコフ積分M(s0)およびM ′(π)は t = 0に特異性を持つことを確認し

てほしい．これは t = 0および C = ±√
2のとき 1 + 2ξ2 cos(s + π) + ξ4 = 0だからである．

また 1 + 2ξ2 cos(s + π) + ξ4が t = 0において実解析的だから、|C| >
√

2で C → ±√
2のと
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きM ′(0) → −∞であることがわかる．したがって、|C| >
√

2で |C| − √
2が十分小さい限り

M ′(π) 
= 0が言える．Cがこれらの値であって μが十分小さければ γの安定多様体と不安定多
様体、W s(γ)とW u(γ)、は横断的に交わることをこれは意味する．これで μが小さいときに
制限三体問題で横断的ホモクリニック軌道があることが言えた．
次にW s(γ)とW u(γ)の解析性を使って上の結果を拡張し、有限個の値を除いてすべてのμ

に対して横断的ホモクリニック軌道があることを示そう．
s0 = πとして横断面Σs0を固定しよう．対称性より、W s(γ)は x軸に沿って正確にW u(γ)の

鏡像である．簡単にわかるように、|C|十分が大きいとき、任意に固定した μに対してW u(γ)

とW s(γ)は交わる (|C|が大きいとき、系は二体問題に近いことに注意する)．制限三体問題
は保存系であるから、ポアンカレ写像は面積保存である．ラグランジュ交差理論 ([14]参照)

により、W u(γ)とW s(γ)は、すべての μと C の値に対して x軸で互いに交わるはずである．
p(μ, C)を交点とし、k(μ, C)を p(μ, C)におけるW s(γ)の接線の傾きとする．このとき対称性
により、p(μ, C)におけるW u(γ)の接線の傾きは−k(μ, C)である．k(μ, C)が∞または 0でな
ければ p(μ, C)におけるW u(γ)とW s(γ)の交差は横断的である．
定理 1より、W u(γ)とW s(γ)は実解析的部分多様体であるから、パラメータCと μに関し

ても実解析的である．したがって、k(μ, C)は k(μ, C) 
= 0である限り (すなわちW u(γ)が x軸
を横断的に横切る限り)実解析関数である．|C|が十分大きいか μが十分に小さければ、明ら
かに k(μ, C) 
= 0であり、したがって、|C|が十分大きいかμが十分に小さければ、k(μ, C)は
Cと μの実解析関数である．
メルニコフ関数によってμが十分小さくて |C| >

√
2が小さいなら、W u(γ)とW s(γ)が横断

的に交わること、すなわち k(μ, C) 
= 0かつ k(μ, C) 
= ∞であることを上で示した．したがっ
て、|C|が十分に大きいか μが十分に小さい領域において、ほとんどすべての μとCに対して
k(μ, C) 
= 0かつ k(μ, C) 
= ∞である．したがってこの領域において、ほとんどすべてのCと
μに対してW u(γ)とW s(γ)は横断的に交わる．
こんどはC = C∗を大きくとって固定しよう．上のことから、ある十分大きなC∗があって、

ある μに対して k(μ, C∗) 
= ∞かつ k(μ, C∗) 
= 0である．k(μ, C)の解析性により、高々ある有
限個の値を除いてすべてのμ ∈ [0, 1]に対して k(μ, C∗) 
= ∞かつ k(μ, C∗) 
= 0であることがわ
かる．
次の定理を述べてこの節を終わろう．

定理 2. ある有限個の値を除いてすべての質量比 μの値に対して、あるヤコビ定数の値があっ
て周期軌道 γの安定および不安定多様体、W s(γ)とW u(γ)、は横断的に交わる．

以下では、制限三体問題に横断的ホモクリニック軌道が存在することの帰結のいくつかを記
述しよう．

4. 捕獲軌道と振動軌道
Smale-Birkhoffのホモクリニック定理により、周期軌道の横断的ホモクリニック軌道が存在

すれば馬蹄写像があってカオスになる．なかんずく、これから非常に長い周期の周期軌道が無
限にあることが出る (われわれがここで見つけた周期軌道はもともとの制限三体問題の周期解
には対応しないかもしれないことを指摘しておく．なぜならわれわれは角変数 sを新しい時間
変数として使って系の次元を下げたからである．このようにして見つけた周期点は通常もと
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の制限三体問題の準周期解に対応する)．ここでの横断的ホモクリニック軌道が無限に多くの
捕獲軌道と振動軌道の存在を意味することを示そう．制限三体問題において、軌道が振動的
といわれるのは、t → ±∞のとき lim sup r = ∞かつ lim inf r < ∞のときである．ここで r

は原点からの P3の距離 r =
√

q2
1 + q2

2 = x−2である．また軌道が捕獲軌道と呼ばれるのは、
t → ±∞のとき r → ∞であって t → ∓∞のとき lim sup r < ∞の場合である．

Moser[9]にしたがって、ホモクリニック点の近くで必要な記号力学を確立して振動解の存在
を示そう．

s0を固定して横断面 Γ = Σs0 をとる．C の値が大きいとき、Γ上の第一回帰写像はきちん
と定義されている．pを上の定理の横断的ホモクリニック点とし、Rは 2つの辺がW s(p)と
W u(p)の一部である小さな長方形とする (Fig.2参照)．φを定義される限りにおいて第一回帰
写像とする．
点 q ∈ Rに対して、k = k(q)は φk(q) ∈ Rとなる (もしあれば)最小の正整数とする．この

ような k > 0を持つすべての q ∈ Rの集合をDで表わす．次のように置く．

φ̃(q) = φk(q) for all q ∈ D.

Moserはこの写像 φ̃をRに対するφの横断写像と呼んだ．簡単にわかるように、Dは空集合
ではなく、その上、無限に多くの記号からなる推移 (shift)同相写像をDに埋め込むことがで
きる．

Fig.2

定理 3. 横断写像 φ̃に関する不変部分集合 I ⊂ Dで、集合 S = NZ(無限個の記号上の両無限
列の空間)に同相なものがあり、I上の横断写像 φ̃は S上の推移写像に位相共役である．換言
すれば、τ を同相写像 τ : S → Iとし、σを Sの推移写像とすれば、次を得る．

φ̃τ = τσ.

この定理の証明は [9]を参照されたい．
この定理は、標準的 Smale-Birkhoffホモクリニック定理と違って、推移空間が無限個の記

号を持っている．ここで無限個の記号が必要なのは振動解の存在を示すためである．任意の
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q ∈ Iに対して、k(q)が大きければ軌道は原点の非常に近くを通過するはずである．次の定理
はただちに出る．

定理 4. I は定理 3で与えられる集合とし、q ∈ I は対応する Sの記号列が非有界であるよう
な点とすると、対応する軌道は振動的である．ゆえに振動解に対応する Iの点が非可算個存在
する．

列 s = {. . . , s3, s2, s1, s0, s1, s2, s3, . . .)は sup{si, i ∈ Z} = ∞のとき非有界であるといわれる
ことに注意しよう．
捕獲軌道を構成するのは簡単である．Fig.2に示されるように、小さな長方形R′とR′′を考

えるだけでよい．

5. 制限三体問題の非可積分性
積分可能性の概念は歴史的に非常に面白い．他の人が制限三体問題の他の積分を捜している

ときに、ポアンカレ (1989)[10]は、驚くべきことに、よく知られたヤコビ積分以外に実解析積
分で 2つの主星の質量に関しても解析的な積分がないという意味で問題が「非可積分」である
ことを示した．しかし μの任意の特別の値に関しては積分可能であるかどうかは知られてい
なかった．横断的ホモクリニック点が存在すれば実解析積分は存在しないから、われわれは次
の定理を得る．

定理 5. いくつかの有限個の値を除いて主星の質量比 μ ∈ [0, 1]の任意の値に対して、よく知
られたヤコビ積分以外に実解析積分な積分は円制限三体問題にはない．

この定理はポアンカレの古典的定理を拡張して、P1とP2の質量比の有限個の値以外のすべ
ての値に対して制限三体問題が「非可積分」であることを主張する．著者は、この定理がすべ
ての μに関して正しいことを信じている．事実、任意に μを固定すると、ほとんどすべての
ヤコビ定数に対して横断的ホモクリニック点があると著者は考えている．
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