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n体問題の特異点について
Sur les singularités du problème des n corps

H. von Zeipel

n体問題のある実数解が、時間 tが実領域 0 ≤ t < t1に属するとき正則 (holomorphe)である
とする．t1がこの解の臨界点であれば、よく知られているように、

lim
t=t1

ρ = 0, (1)

である．ここで ρは相互距離のうち最小のものである．
Uで力関数を表わし、V で系の重心に関する慣性モーメントを表わすと、運動方程式とエネ

ルギー積分からただちに次の関係が導ける．

d2V

dt2
= 2U + 4h. (2)

ここで hはエネルギー積分の値である．tが t1に向かうと、(1)により lim U = ∞である．方
程式 (2)によれば、

lim
t=t1

V = c, (3)

である．ここで cは正またはゼロの有限または無限の決まった量である．
パンルベ (M. Painlevé)は微分方程式の解析理論講義 (Lecon sur la théorie analytique des

équations différentielles, p.583)において、関係式 (1)からは必ずしも t = t1に 2つまたはそれ
以上の質点が空間のある特定の点で衝突するとは言えないと注意している．tが t1に近づくと
き質点のどれかが極限位置に近づかないこともあり得る．
この論文の目的は問題のこの不定特異点 (?)(singularités indéterminée)の研究に貢献するこ

とである．筆者はその存在を扱うのではない．ただ以下の定理を示すつもりである．

定理. tが t1に近づくときに質点のどれかが有限距離の極限位置に近づかなければ、必然的に

lim
t=t1

R = ∞, (4)

を得る．ここでRは相互距離の最大のものである．

実際、式 (3)において cを有限として、すべての質点が t → t1のとき有限距離の決まった位
置に向かうことを示そう．
明らかに、整数 p ≥ 0および 2つの量 ε > 0と t0が存在して、領域 t0 < t < t1上の各 tに

対して s =
n(n − 1)

2
個の相互距離のうちに εより大きなものがつねに p個ある．pが可能な
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最大値を取るように p、εおよび t0を選んであるものとする．このとき δがどんなに小さくて
も、t1より前の区間 (τ1, τ2)があって、τ1 < t < τ2である限り s − p個の距離が δより小さい．
実際、そうでなければ、小さな量 ε′と t1の近くの値 t′0があって、t′0 < t < t1の各 tにおいて
p + 1個の距離が ε′より大きくなってしまう．ところがこれはおかしい．というのは整数 pは
可能な最も大きな整数と選ばれていたからである．
そこで量 σ <

ε

2
を好きなだけ小さく固定しよう．次に上で述べた δを κ < 1として δ = κσ

の形で選ぼう．κは後で決める．最後に、区間 (τ1, τ2)は tに無限に近いとし、その区間では
s − p個の距離は δより小さいとする．このとき 2つの場合が考えられる．

第一の場合. 区間 (τ1, τ2)の各々はもっと大きな区間 (τ0, τ3)に属し、τ0 < t < τ3である限り
s − p個の距離は σより小さく、t = τ0および t = τ3においては、少なくとも距離のひとつは
σに等しい．

第二の場合. ある値 tσが存在して、tσ < t < t1の間、s− p個の相互距離は σ未満にとどまる．

第一の場合が実現されると仮定しよう．τ0 ≤ t ≤ τ3に対して、n体系はいくつかの部分系
Siに分割されて、点 Pαと Pβが同じ部分系に属するならば、この 2点の距離Δα,βが σより小
さく、一方Pαが Pβと異なる部分系に属すれば、Δα,β > εとなる．次に μiを部分系 Siの全質
量とし、αi, βi, γiをその重心の座標とする．xi,j , yi,j, zi,j (j = 1, 2, . . .)を Siに属する質点の座
標とする．xi,j = αi + ξi,j, yi,j = βi + ηi,j, zi,j = γi + ζi,jと置く．
このとき運動方程式からただちに

μi
d2αi

dt2
=

∂U

∂αi

, μi
d2βi

dt2
=

∂U

∂βi

, μi
d2γi

dt2
=

∂U

∂γi

, (i = 1, 2, . . .) (5)

が得られる．そこで慣性モーメント V ′および運動エネルギー T ′を次式で導入する．

V ′ =
∑

i μi [α
2
i + β2

i + γ2
i ] , T ′ =

∑
i

μi

⎡
⎣(dαi

dt

)2

+

(
dβi

dt

)2

+

(
dγi

dt

)2
⎤
⎦ .

また次のように略記する．

Φ′ = −∑
i

[
αi

∂U

∂αi
+ βi

∂U

∂βi
+ γi

∂U

∂γi

]
. (6)

このときただちに
d2V ′

dt2
= 2T ′ − 2Φ′, (7)

であることがわかる．ところが慣性モーメントの初等的理論によればV = V ′ +
∑

i Viである．
ここで Viは部分系 Siのその重心に関する慣性モーメントである．aと bを質量のみに依存する
量とすれば、明らかに t = τ0および t = τ3において

∑
Vi > aσ2であり、一方 τ1 < t < τ2であ

る限り
∑

Vi < bδ2である．上で δ = κσと置いたときに約束したように、κの適当な値を決めよ

う．次にκ =

√
a

2b
と置く．すると bδ2 = 1

2
aσ2が成り立つ．したがって関数W (t) = V ′−V は区

間 (τ0, τ3)の t = τ ′において極大値を取り、W (τ ′)−W (τ3) > 1
2
aσ2である．ところが limt=t1 V
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は有限であると仮定していた．区間 (τ0, τ3)が t1の十分近くに選ばれていれば、関数 V ′(t)は
この区間の t = τ において急な極大値を取り、次が成り立つ．

V ′(τ̄) − V ′(τ3) >
1

3
aσ2. (8)

一方、区間 (τ0, τ3)においてΦ′はいま考えている区間 (τ0, τ3)に無関係な有限値で抑えられ
る．したがって、V ′は t = τ において極大値を取り、方程式 (7)は t = τ のとき T ′ < Φ′であ

ることを示す．速度の成分
dαi

dt
, . . .はしたがって t = τ において有限である．方程式 (5)は、t

が区間 (τ0, τ3)に属する限り、速度の大きさが T ′とともにある固定した有限の値より小さいこ
とを証明している．ところが V ′は t = τ に極大値を取る．不等式 (8)の第一項はしたがって
τ < t < τ3である限り (t − τ )2の形の無限小であるが、これはばかげている．
したがって慣性モーメント V が t = t1のときに有限にとどまるなら、これは第二の場合で

あるが、それを σとする．系は部分系 S1, S2, . . .に分かれる．しかもそれらの重心は εより大
きな距離はなれており、ある決まった位置 Γ1, Γ2, . . .に向かう．最後に、各系 Si内で、すべて
の物体は別れ、tが t1に向かうとき Γiに対応する位置に向かう．これで定理は証明された．

3


