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力学系の小さなランダム摂動とアトラクターの定義
Small random perturbations of dynamical
systems and the definitions of attractors

David Ruelle

要約.

コンピューターによって作り出されたり、物理実験に見られる「ストレンジアトラクター」に
は必ずしも開ベイスンがない。このことを考慮し、Conleyのアイデアに基づいてアトラクター
を新しく定義しなおす。小さなランダムな摂動のもとで観察されるアトラクターはこの新しい
定義に対応するものであることを主張する。

1. 序
(f t)を力学系とする。すなわち、不連続または連続な時間 tをパラメーターとする写像M �→ M

の群または半群とする。M は位相構造または可微分構造を有するとし、f tは連続または可微
分とする。しばしばM の部分集合Λがあって近傍の点 xを引き寄せる。すなわち、t → ∞の
とき、f txは Λに収束する。このような部分集合 Λは吸引集合 (attracting set)またはアトラ
クターと呼ばれる。もっとも簡単な場合には、Λは不動沈点 (attracting fixed point)または周
期軌道である。しかし、もっと複雑な状況、とくにスメールの公理Aアトラクター、も調べ
られている (Smale[35],Bowen[4],Williams[37])。
物理系の漸近的ふるまい (またはあらゆる自然現象の長期にわたるふるまい)を記述するた

めにアトラクターは興味深い。とくに、(今やストレンジアトラクターと呼ばれる)ある種の
アトラクターは初期条件に敏感に依存する現象を示す。すなわち、初期条件の小さな変化が時
間とともに指数関数的に増大する (摂動は小さいときにのみ増大すればよい)。Landau[20]や
Hopf[16] は流体力学の乱流を記述するのに準周期的アトラクターを用いた (このアトラクター
は初期条件に関する敏感な依存性を示さない)。Lorentz[23]は近似対流方程式の中に敏感な依
存性を示すアトラクターを見つけ、このことが天気の長期予報を困難にしているのではないか
と指摘した。Ruelle and Takens[33]は流体力学乱流は非準周期的アトラクターによって記述
すべきであると主張した (またストレンジアトラクターの名称を導入した)。Ahler[1], Gollub

and Swinney[14]らの流体力学実験からすると、乱流を説明するのに、初期条件に関する敏感
な依存性を持つストレンジアトラクターを使う方がよさそうである。乱流の始まりはこのやり
方でうまく理解できる (Ruelle[29]でレビューされている)。
力学系は計算機で調べることができる。このやり方で各種の新しいアトラクターが発見され

(Henon[15],Feigenbaum[10-12])、よく調べられてきた。
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上で考察したことからすると、アトラクターを正確に数学的に定義することが望ましい。そ
れをするのがこの論文の目的である。各種の要請を満たすように定義したいのだが、この要請
の中には相矛盾するものがある。２節では、吸引集合を定義する際に課されるべきと思われる
条件について議論する。３節と４節では、それぞれ吸引集合 (attracting set)とアトラクター
(attractor)を定義し、その性質を調べる。５節では、適当な条件のもとで小さなランダム摂動
を受けた力学系は漸近的にアトラクターの上に「暮らしている」と主張する。６節では、いく
つか所見を述べる。

2. 吸引集合およびアトラクターに関する条件
M 上には距離 distが与えられていると仮定するのが都合よい。ただし、３節では位相、４節
では一様構造のみ必要である。連続写像 f t : M �→ M の族 (f t)はZ, Z+(不連続時間)、R, ま
たはR+(連続時間)によって添字 (index)されている。群または半群の性質

f 0 = identity, f s ◦ f t = f s+t,

は定義されているところではどこでも成り立つ。(x, t) �→ f txは定義域で連続であるとする (こ
れは連続時間のときのみ新しい要請であって、４節でだけ使う)。定理 4.4では、一様連続性
も要請するが、可微分力学系へ応用するときには、これは自動的に満たされる。さて、吸引集
合またはアトラクターが持つべき性質のリストをつくろう。

(A) 不変性。すなわち、すべての tに対して f tΛ = Λ.

(B) 吸引性。Λの近傍Uがあって、tが十分大きければΛのどんな近傍 V をとっても f tU ⊂ V

が満たされると仮定する。もっと弱い条件として、Λの近傍W があって、どんな x ∈ W を
とっても limt→∞ dist(f tx, Λ) = 0となる、がある。吸引集合の定義には強い方の条件を使うこ
とにする。アトラクターは上の二つとは別の吸引性条件を満たすだろう。

(C) 閉集合性またはコンパクト性。

(D) 既約性。吸引集合がいくつかの重ならない不変な断片から成るとき、(たぶん)遊走点のよ
うな「不適当」な点を除いて各断片をアトラクターと思いたい。既約性の条件の例としては、
正の遷移性 (x ∈ Λがあって、(f tx)t>0の極限集合がΛに一致する)または、Λを台とするエル
ゴード測度の存在、がある。この論文のアトラクターの定義では、さらに別の条件 (鎖遷移性
chain transitivity)を課す。

(E) 既約断片への一意分解性。

(F)小さな摂動に対する安定性。実験には摂動が、計算機実験には丸め誤差がつきものである。
我がアトラクターの定義において小さな摂動は本質的な役割を果たす。

３節では、吸引集合を (A)-(C)によって定義する。４節で、吸引集合が既約な断片へ自然に
分解されるようにしてアトラクターを定義する。たとえば、R上のベクトル場 x �→ X(x) =

−x4 sin(π/x)は区間 [−1, 1]を吸引集合とし、対応する既約断片 (アトラクター)は nを奇数と
して±1/nと 0である。{0}は吸引集合でないことに注意しよう。アトラクターは実際は摂動
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を受けた軌跡の無限時間後の極限集合であろうから、我々の定義の結果として、連結なコン
パクト多様体上で滑らかな測度を保存する力学系の場合は多様体全体がアトラクターになる。
実際、連結な多様体上ですべての tに対して f t =恒等写像なる自明な系 (f t)の場合、各点が
アトラクターであるといってもよいし、多様体全体がアトタクターであるといってもよい。吸
引集合よりもアトラクターの定義を弱くする必要性はファイゲンバウムのカントール集合の
例から明らかである (6.1節参照)。この集合は (非吸引的)周期点の極限であるから、アトラク
ターではあるけれども吸引集合ではない。

3. 吸引集合
M をハウスドルフ空間とし、(f t)を力学系 (Z,Z+,R, またはR+によって indexされており、
f t : M �→ M は連続)とする。閉集合Λ ⊂ M は近傍 U があって以下の条件 (a)を満たし、条
件 (b)、(b′)、(b′′)、(b′′′)のいずれかを満たすとき、吸引集合といわれる。

(a) Λのどんな近傍 V をとっても、tが十分大きければ f tU ⊂ V .

(b) tが十分大きければ f tΛ ⊃ Λ.

(b′) すべての tに対して f tΛ = Λ.

(b′′) ある T があって∩t≥T f tU = Λ.

(b′′′) すべての T に対して∩t≥T f tU = Λ.

3.1. 命題. 条件 (a)が与えられたとき、条件 (b)、(b′)、(b′′)、(b′′′)はすべて同値である。
U 
= ∅ならΛ 
= ∅である。

証明. (b) ⇒ (b′)および (b′′′). 各 T に対して、(a)からΛ ⊂ ∩t≥T f tU であり、一方 (b)より十
分大きな T に対してΛ ⊃ ∩t≥T f tU である。だから十分大きな T , T + τ に対して

　Λ =
⋂

t≥T+τ

f tU ⊃ f τ
⋂

t≥T

f tU = f τΛ (1)

とくに、すべての τ に対して f τΛ ⊂ Λである。この包含関係に等号が含まれないとすると
(b)は矛盾であるから、これより (b′) が出る。この結果から、(1)式がすべての T に対して成
り立つことがわかり、τ = 0として (b′′′) が出る。

(b′′) ⇒ (b). τが与えられたとして、x 
∈ f τΛとすると、Λ ⊂ (f τ)−1(M\{x})でありまた (a)

により、tを十分大きくとれば f tU ⊂ (f τ )−1(M\{x})となる。したがって、tが十分大きけれ
ば f tU ⊂ M\{x}であるから、(b′′)より x 
∈ Λを得る。これで f τΛ ⊃ Λが示されたから、(b)

が出た。

(b′) ⇒ (b)および (b′′′) ⇒ (b′′)は明らかである。これで同値であることが示された。Λが空
なら V = ∅ととれるが、これは U 
= ∅のとき (a)と矛盾する。

性質 (a)，(b)を満たす集合U を吸引集合Λの基本近傍 (fundamental neighborhood)と呼ぼ
う。開集合W = ∪t(f

t)
−1

UはΛのベイスン (basin of attraction)と呼ばれる。W は t → ∞の
とき f tx → Λを満たす点 x ∈ W から成る。それゆえW は U をどう選んだかには依らない。
(f t)が群のときには、Λを多様体M全体ととることができる。このときΛ = U = W である。
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3.2. 命題. UがMの開集合で、十分大きなすべての tに対して f tUがUに含まれ、相対コン
パクトのとき、

　Λ =
⋂

t≥0

f tU,

はコンパクトな吸引集合であって、U がその基本近傍である。

証明. 仮定により、十分大きな τ をとれば、f τU の閉包Kはコンパクトで U に含まれる。だ
から、 ⋂

t≥0

f tK ⊂ Λ ⊂ ⋂

t≥τ

f tU ⊂ ⋂

t≥0

f tK,

であって、
Λ =

⋂

t≥0

f tK,

はコンパクトである。
V は開集合でV ⊃ Λとする。∩t≥0f

tK\V = ∅であるから、コンパクト性により、t1, t2, . . . , tn
があって、

f t1K ∩ . . . ∩ f tnK ⊂ V,

である。だから、tを十分大きくとれば、f tK ⊂ V であり、それゆえ、tを十分大きくとれば、
f tU ⊂ V である。こうして性質 (a)が満たされ、定義により (b′′)が成り立つから Λは吸引集
合である。

3.3. 既約性. 既約な吸引集合の定義は４．５節で述べる。

4. アトラクター
この節では、Mは距離distによって与えられる一様位相を持つものとする。また (x, t) �→ f txは
M×{t}上で連続と仮定する。曲線 (必ずしも連続でない)すなわち、Mの点 (xt)t∈[t0,t1]

(t1 ≥ t0)

の族は、α, β ≥ 0, α + β ≤ 1および t, t + α ∈ [t0, t1]のときはいつも

　 dist(fβxt+α, fα+βxt) < ε

が満たされるなら、ε擬軌道 (ε pseudoorbit)と呼ばれる。不連続時間の場合には、これは t =

t0, . . . , t1 − 1に対して dist(fxt, xt+1) < εであることを意味する (Bowen[3]およびその中の引
用文献参照)。上の ε擬軌道の長さは t1 − t0であって、xt0から xt1まで行くということにする。
aから bに行く ε擬軌道で長さT のものと bから cに行く ε擬軌道で長さT ′のものをつなげる
と、2ε擬軌道 (不連続の場合は ε擬軌道)で長さ T + T ′で aから cに行くものが得られる。新
しい関係 a � bを導入しよう。これを「aから bに行く」と読む。これは aから bに行く少し
摂動を受けた軌道があることを意味する。実際、a, b ∈ M が与えられたとき、任意に小さな
ε > 0に対して aから bに行く ε擬軌道があるとき、a � bと書く。次の性質が成り立つことは
容易に分かる。

4.1. 命題. 関係�は前順序である。すなわち、反射的 (a � a)かつ推移的 (a � bかつ b � c

なら a � c)である。また関係�は閉じている (x, yがそれぞれ a, bに収束し、しかも x � yな
ら a � bである)。
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a � bかつ b � aのとき a ∼ bと書く。�は前順序であるから、∼は同値関係であって、同
値類の上に順序を誘導する。このことを a � bなら [a] ≥ [b]と記す。極小の同値類をアトラク
ターと呼ぼう。aが不動点または card[a] > 1のとき同値類 [a]を基本類 (basic class)であると
いうことにする。
上の定義は本来Conley[9](Hurley[17]も参照されたし)による。しかし、ここでは、若干異

なる用語と力点のおき方をした。基本類の和はConleyの鎖回帰集合 (chain recurrent set)で
ある。この集合は吸引集合によってうまく特徴づけることができる (Conley[9,p.37])。集合 S

は基本類に含まれているとき、鎖遷移的 (chain transitive)といわれ、基本類は鎖成分 (chain

component)と呼ばれる。我々のいう吸引集合は Conleyの意味のアトラクターである。アト
ラクターの名前は既約性条件を満たす集合のためにとっておくことにする。我々のアトラク
ターはHurleyの鎖遷移的準アトラクター (chain transitive quasiattractor)である。Conleyと
HurleyはコンパクトなM(および連続時間)に興味を絞った。我々は、物理的応用 (たとえば
Navier-Stokes方程式；M はバナッハ空間)のことを考えて、もっと一般の状況について議論
する。この節の結果はおしなべて、それほど新しくない (しかもそれほど難しくない)。ここで
の結果は、５節の小さなランダム摂動の議論 (それがこの論文の新機軸の部分である)のため
の基礎である。

4.2. 命題. 各同値類 [a]は閉じている。
[a]が基本類であるための必要十分条件は各 ε > 0対して、aから aに行く長さ> 1の ε擬軌

道があることである。
基本類すべての和は閉じている。アトラクターは基本類である。
aが非遊走点なら [a]は基本類である。
[a]が基本類なら、すべての tに対して f t[a] ⊂ [a]である。

これらはやはり明白な結果である。たとえば、[a]が基本類なら小さな δに対して aから aに
行く長い δ擬軌道があり、したがって、aから f taに行く ε擬軌道と f taから aに行く ε擬軌
道がある。だから f ta ∈ [a]であり、それゆえ f t[a] ⊂ [a]である。

4.3. 系. (f t)のエルゴード確率測度 ρがコンパクトな台を持てば、この台は基本類に含ま
れる。

証明. suppρ上の実連続関数の環は可分である。だからエルゴード定理により a ∈ suppρが
あって、suppρは {f ta}の閉包である。命題 4.2より f ta ∈ [a]であるから suppρ ⊂ [a]である。

4.4. 定理. Λをコンパクトな吸引集合とする。Λの近傍があって、f 1はその上で一様連続で
あるとする (M が局所コンパクトのとき、またはM がバナッハ多様体で f 1がC1のとき、こ
の条件が満たされる)。

(a) a ∈ Λで a � bなら b ∈ Λ.

(b) aがΛのベイスン内にあり、[a]が基本類なら、[a] ⊂ Λかつすべての tに対してf t[a] = [a]

である。
(c) aがΛのベイスン内にあれば、少なくとも一つアトラクター [b]があって、a � bであっ

て、必然的に [b] ⊂ Λである。
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(d) 類 [a] ⊂ Λがアトラクターであるための必要十分条件は [a]のどんな近傍 V に対しても
[a]の近傍 V ′があって、x ∈ V ′かつ x � yなら y ∈ V が成り立つことである。

(e) コンパクトな集合K ⊂ Λが与えられたとき、K∗ = ∪z∈K [z]がコンパクトであること
はわかっている (命題 4.1より)。すべての θ > 0に対して適当に ε > 0を選ぼう。このとき、
y � x ∈ Kであって、xから yに行く ε擬軌道があるならば、dist(y, K∗) < θである。

(f) Λがアトラクターであるための必要十分条件はΛが基本類であることである。

証明. ΩをΛの近傍とし、f 1はΩの上で一様連続であるとする。δ > 0とΛの近傍Ω′をうまく
とればΩ′の δ近傍がΩに含まれるようにできる。Λの任意の基本近傍Uに対して、tを十分大
きくとれば f tU ⊂ Ω′となることはわかっている。だから、すべての n ≥ 0に対して fnU ⊂ Ω′

となるようにもっと小さな基本近傍を選ぶことができる。

Λの近傍 V として U に含まれるものをとる。δ′ > 0とΛの近傍 V ′をうまくとれば V ′の δ′

近傍が V に含まれるようにできる。Λと [0, 1]のコンパクト性および (x, t) �→ f txの連続性を
利用すれば、0 ≤ t ≤ 1のときに f tV ′′ ⊂ V ′となるようなΛの近傍 V ′′を選べる。したがって
V ′′から出発する長さ t ≤ 1の δ′擬軌道は V の点で終わる。最後に δ′′ > 0とΛの近傍 V ′′′を選
んで、V ′′′の δ′′近傍が V ′′に含まれるようにとる。

U は Λの基本近傍であるから、正の整数 N があって、t ≥ N なら f tU ⊂ V ′′′である。と
くに、

n = N, N + 1, . . . , 2N − 1 のとき fnU ⊂ V ′′′.

f 1の一様連続性から、適当に ε > 0を選べば、Uの点から出発する長さN, N + 1, . . . , 2N − 1

の ε擬軌道達は V ′′内の点で終わる。ε < δ′と仮定して悪い理由はないから、U の点から出発
する長さ t ∈ [N, 2N ]のすべての ε擬軌道達は V 内の点で終わる。V ⊂ U と仮定しているか
ら、U の点から出発する長さ t ≥ N の ε擬軌道はすべて V 内の点で終わる。

(a) a ∈ Λのとき、c ∈ Λを用いて a = fNcと書ける。だから、aから bに行く長さ t ≥ 0の
各 ε擬軌道に対して、cから bに行く長さN + t ≥ N の ε擬軌道があるから、b ∈ V である。
こうして a � bで a ∈ Λなら b ∈ Λであることが示された。

(b) aがΛのベイスン内にあって、[a]が基本類なら小さな εを用いて aから aに行く長い ε

擬軌道を構成できる。この擬軌道はU に入ると仮定することができ、したがって、aは Λの
任意の近傍 V 内にあると仮定することができる。だから a ∈ Λである。xがこの擬軌道上終点
から長さ tのところにある点であるとすると、この擬軌道の長さが∞になり、εが 0に向かっ
たとき、xは極限 c ∈ Λに向かうと (コンパクト性)から仮定できる。このとき、f tc = aかつ
c ∼ aであるから、f t[a] ⊃ [a]である。命題 4.2より f t[a] ⊂ [a]であるから、すべての tに対し
て f t[a] = [a]を得る。

(c) こんどは、aがΛのベイスン内にあるとき、アトラクター [b]で a � bなるものがあって、
bが必然的にΛに属することを示したい。問題は a ∈ Uの場合に帰着するから、すでに述べた
議論にしたがって、集合 {[x] : a � x}に極小の要素があることを示せばよい。a � xαを満た
す類 [xα]の全順序集合Xを考える。Xが下に有界であることが示せればツォルンの補題より
{[x] : a � x}に極小要素のあることがでる。すべての αに対して xα = f tαxで tα ≥ 0が有界

6



の場合は自明である。それ以外の場合は、すでに述べた議論により、距離 d(xα, Λ)は 0に収束
し、d(xα, yα)が 0に収束するような yα ∈ Λを選べる。bが (yα)の適当に選んだ部分ネットの
極限であれば、対応する部分ネット (xα)は bに収束する。したがって、すべての aに対して
xα � bであるから、[b]はXの下限である。

(d) V を [a] ⊂ Λの近傍とし、[a]のどんな近傍 V ′をとっても、x ∈ V ′かつ x � yのときに
y ∈ V とはならないとする。このとき、xα � yα, d(xα, [a]) → 0かつ yα 
∈ V を満たす (xα),

(yα)をみつけることができる。部分ネットをとることにより、xα → x ∈ [a], yα → y ∈ Λ\V
と仮定できる。だから x � y 
∈ V であり、[a]はアトラクターでは有り得ない。逆に、[a]がア
トラクターでなければ、x ∈ [a]と y 
∈ [a]で x � yなるものがある。したがって、Vα � yなら
上で挙げた性質をもつ V ′はありえない。

(e) 性質が成り立たないとすると、xn ∈ K なる列 (xn),(yn)があって、yn � xn であり、
xnから ynに行く 1/n擬軌道があり、また、ynからK∗への距離≥ θである。xn → x ∈ K,

yn → y ∈ Λと仮定できるから x ∼ yであり、y ∈ K∗となって dist(y, K∗) ≥ θと矛盾する。

(f) Λがアトラクターなら命題 4.2によってΛは基本類である。一方、Λが基本類なら (c)に
よってアトラクターである。

4.5. 既約吸引集合の定義. 定理 4.4の状況のもとで、吸引集合が基本類であるならば (または
同じことであるが、アトラクターであるならば)既約である、というのは自然である。とくに、
吸引集合は正に遷移的であるか、エルゴード確率測度の台になっていれば既約である (系 4.3

参照)。

4.6. Remark. 定理 4.4の状況のもとで、[a]が吸引集合の共通部分であれば、[a]はアトラク
ターである (定理 4.4(a)を使う)。逆に、{f t}が群のとき、あるいはΛに近傍 U があって tが
大きいときに f tU が相対コンパクトのとき (この場合、U、コンパクトなS ⊂ U、および sを
選んで、t ≥ sのときに f tU ⊂ Sとできる)、どんなアトラクターもそれを含む吸引集合の共
通部分である。この結果は基本的にはConley[9,p.37] のものであり、Hurleyによる鎖遷移的な
準アトラクターの導入の動機になった。これを証明するために、[a]をアトラクターとし、aか
ら xに行く任意に長い ε擬軌道があるような点 xの集合の内点の集合をUεとおく。これより、
Uεは、t ≥ 1として、f tUεの ε近傍を含む。Kε = ∩t≥0f

tUεと書こう。εを十分小さくとって、
UεがΛの基本近傍に含まれるようにする。このときKε ⊂ Λでもある。仮定により、t ≥ sの
とき closf tU ⊂ S, closS ⊂ U かつ t ≥ 0のとき f tSは閉集合であると仮定できる。とくに、

　　　Kε =
⋂

t≥0

f tS,

であり、Kεはコンパクトである。開集合 V ⊃ Kεに対して、tが十分大きければ f tUε ⊂ V で
あることを言おう。これが成り立たないとして、tn+1 − tn ≥ sして xn ∈ f tnS\V とおく。す
ると (？)f tn+1S ⊂ f tnSである。Uεは Λの基本近傍に含まれるから、xn → x ∈ Λ\V ととれ
て、x ∈ ∩f tS = Kεを得るが、これは x 
∈ V に矛盾する。こうして、Kεは吸引集合であり、

　　 [a] ⊂ ⋂

ε>0

Kε ⊂
⋂

ε>0

Uε = [a],
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が得られ、仮定が証明された。

5. 小さなランダム摂動
力学系に小さなランダム摂動が加えられたとき、運動が漸近的にアトラクターに集中すること
を示すのがこの節の発想である。「絶対連続」条件を満たす有界摂動を加えられた離散時間の
力学系に関してこれ (...？)を示すことができる。

5.1. コンパクトな台を有する拡散. M を距離空間とし、f : M �→ M は離散力学系 (f t)を生
成する連続写像とする。ε > δ > 0とする。M内にコンパクトな台を持つ確率測度の空間から
それ自身へのアフィン写像 F は以下の条件を満たすとき f に同伴する (ε, δ)拡散である、とい
うことにする：

(脚注) δは xにおける単位質量、Bx(ε)は xを中心とする半径 εの球、Bx(ε)はその閉包。

(a) suppFδx ⊂ fBx(ε)

(b) suppFδx ⊃ fBx(δ)

(c) φ : M �→ Rが連続ならx �→ (fδy)φは連続で、(Fμ)φ =
∫

μ(dx)[(Fδx)φ]である。とくに、

　　 suppFμ = closure
⋃

x∈suppμ

suppFδx.

(d) φ : M �→ Rが連続なら集合 {(Fδy)φ : y ∈ Bx(δ)}は閉区間である。
Bx(δ)上にもっと弱い位相を見つけて、この集合がコンパクトであり、写像 y �→ (Fδy)が

Bx(δ)上のコンパクト位相および測度上の漠位相 (vague topology)に関して連続にできれば、
性質 (d)は成り立つ。

5.2. Remark. 上の定式化は F を f の前に小さな拡散が加ったものと考えることに対応して
いる。これによって、無限次元の場合にもコンパクトな台を持つ測度を扱える。有限次元 (局
所コンパクト)な場合には F を f の後に小さな拡散が加わったものと考えることができる。
条件 (a)は摂動が有界であることを表し、条件 (b)は「絶対連続」型の条件である。これら

なしには次の結果が成り立つことは期待できない。

5.3. 定理. (f t)を離散力学系とし、類 [a]はアトラクターでないとする。十分小さく εをとっ
て、F は f に同伴する (ε, δ)拡散、ν はM 内にコンパクトな台を持つ確率測度とする。この
とき、

lim
t→∞(F tν)(Ba(δ)) = 0. (2)

とくに、ν∞が測度 F tνの漠極限 (vague limit)のとき、a 
∈ suppν∞である。

(脚注) ν∞がF tνの漠極限であるとは、すべてのα > 0, Nおよび連続なφ1, . . . , φN : M �→ R

に対して、任意に大きい tが存在して

| (F tν)(φi) − ν∞(φi) |< α for i = 1, . . . , N

のときである。
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証明. a � bおよび b 
∈ [a]とする。b 
∈ [a]であるから、εを十分小さくとると bから aに行く
2ε擬軌道はない。したがって、Bfb(ε)からBa(ε)に行く擬軌道はない。とくに、Bfb(ε)から
Ba(δ)に行く擬軌道はない。

x ∈ Ba(δ)なら、(b)より suppFδx ⊃ fBx(δ) � faを得る。a � bであるから、aから bに行
く δ擬軌道、たとえば x0 = a, xm = bとして (x0, x1, . . . , xm)がある。fx0 ∈ suppFδxである
ことはいま見た。(c)を使えば、

fx1 ∈ suppF 2δx, . . . , fxm ∈ F m+1δx,

が得られる。φは [0, 1]に値を持ち、Bfb(ε)内に台を持つ連続関数とし、φ(fb) > 0とする。す
ると

すべての x ∈ Ba(δ) に対して (F m+1δx)(φ) > 0,

である。(d)を考慮すると、β > 0があって、

x ∈ Ba(δ) に対して (F m+1δx)(φ) ≥ β,

である。したがって、μを正の測度とすると、(c)より

(F m+1μ)(Bfb(ε)) ≥ (F m+1μ)(φ) ≥ βμ(Ba(δ)).

y ∈ Bfb(ε)とする。(a)と (c)より、suppF nδyの各点は或る 2ε擬軌道 (b, y, y1, . . . , yn)に対
して fymの形をしている。bから aに行く 2ε擬軌道はないから、suppF nδyはBa(δ)と共通点
を持たない。

確率測度 νが与えられたとして、

t = t1, . . . , tk のとき F tν(Ba(δ)) ≥ γ > 0,

とする。このとき、T ≥ t1, . . . , tkなら

　　　 1 ≥ (F T+m+1ν)(M\Ba(δ))

≥ kβγ,

を得る。これからただちに (2)式が得られる。

5.4. 「大きな」台を持つ拡散. 上では Fδxが小さなコンパクトな台を持つとした。今度は、
suppFδxが小さくない場合、たとえばコンパクトでない場合について議論しよう。確率測度か
ら確率測度へのアフィン写像は、条件

(a′) (Fδx)(fBx(ε)) > 1 − α,

を満たし、5.1の条件 (b)－ (d)を満たすとき、f に同伴する (ε, δ, α)拡散である、ということ
にする。εが十分小さいとき、定理 5.3の証明と同様な議論をし、同じ βを選べば、

lim supN→∞
1

N

N−1∑

t=0

(F tν)(Ba(δ)) ≤ α

β
,
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が得られる。いくつかの場合には、α/β → 0と仮定して、台に aを含まない不変測度を得る
ことができる。しかし、簡単かつ一般的な結果を得るのは難しいようである。「大きな」台を
持つ拡散は連続系では自然に起こり得るので重要である。

5.5. 議論. 写像 f に同伴する (ε, δ)拡散の議論に戻ろう。確率測度 νのコンパクトな台はコン
パクトな吸引集合 Λのベイスンに含まれており、しかも Λのある近傍において f は一様連続
であるとする。このとき、定理 4.4と定理 5.3が両方とも適用できる。

AをΛ内の全アトラクターの和集合とし、Aをその閉包、A∗ = ∪z∈A[z]とする。aがΛのベ
イスン内にあれば、定理 4.4(c)より、a � b ∈ Aとみなせる。θ > 0が与えられたとき、定理
4.4(e)より、εを適当に選んで、aがA∗の θ近傍に含まれず、a � b ∈ Aならば bから aに行
く 2ε擬軌道がないようにできる。定理 5.3の証明の中で a, b, εをこのように選ぶと、(2)式が
成り立つ。言い換えると、θ > 0が与えられたとき、εを十分小さくとって、F が f に同伴す
る (ε, δ)拡散であって、νがΛのベイスン内のコンパクトな台を持つ確率測度のとき、

lim
t→∞(F tν)(Ba(δ)) = 0,

が或る δ = δ(a)およびA∗の θ近傍に含まれないすべての aに対して成り立つ。t → ∞とし、
その後 ε → 0としたときのF tνの漠極限が定義でき、それはA∗内に台を持つΛ上の確率測度
である。こうして、定理 5.3の系が得られた (実際上定理の証明の系であるが)：

5.6. 系. (f t)を離散力学系とし、F は f に同伴する (ε, δ)拡散、νは吸引集合Λのベイスン内
にコンパクトな台を持つ確率測度とする。Λのある近傍上で f は一様連続と仮定する。Λ内の
全アトラクターの和集合をAで表し、AをAの閉包、A∗ = ∪z∈A[z]とする。

A∗の各近傍Θに対して、εが十分小さければ

　　　　 lim
t→∞F tν(M\Θ) = 0,

である。とくに、任意の漠極限 limε→0 limt→∞ F tνはA∗内に台を持つ。

この補題の中で、A∗をもっと小さな集合で置き換えることができるかもしれない。いずれ
にせよ、Aが閉集合 (たとえばアトラクターの数が有限)の場合、A∗ = Aであり、台が漸近的
にAに含まれるような測度が得られる。

6. 後注.

6.1. 例. ファイゲンバウム [10-12]は区間の写像を調べているときに、分岐の無限列が極限へ
集積する注目すべき現象に出会った。n = 0, 1, . . .としたとき、周期 2nの吸引周期軌道が反発
的になり、周期 2n+1の吸引周期軌道が生じる。n → ∞のとき、カントール集合が現れる。こ
れは 4節の意味でアトラクターである。このファイゲンバウムのカントール集合は吸引集合で
はない。なぜなら、そのいくらでも近くに周期 2nの反発周期軌道があるから。
区間 [0, 1]から「まん中の３分の１」の区間を相次いで取り去ることによる通常のカントー

ル集合の構成法から出発して、各「取り去られた」区間内に反発不動点を導入して力学系がつ
くれる。この力学系では、カントール集合は吸引不動点から成る。この場合、アトラクターの
集合は非可算である (Hurley[17,3.4]参照)。
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2節でベクトル場X(x) = −x4 sin(π/x)の例を出した。これを x < 0のときにX(x) = −e1/x

と修正すれば、nが奇数の点 1/nはアトラクターである。ところがその極限 0はアトラクター
でない。だからアトラクターの集合は必ずしも閉集合でない。
円R(mod2π)の上にベクトル場X(x) = 1− cos xを考える。円全体がアトラクターである。

しかし、非遊走点は 0だけである。だからアトラクターは遊走点を含み得る。しかもとくに、
どんなエルゴード的確率測度の台とも異なり得る。

6.2. 安定および不安定多様体. 簡単のために (f t)は群であるとして、点 aの安定および不安
定多様体を次式で定義する：

Ψ−
a = {x : limt→∞ d(f tx, f ta) = 0},

Ψ+
a = {x : limt→∞ d(f−tx, f−ta) = 0},

このとき、[a]が基本類ならΨ−
a � a � Ψ+

a である。(とくに、[a]と [b]が基本類でΨ+
a ∩Ψ−

b 
= ∅
なら a � bである。a ∼ bならΨ+

a ∩ Ψ−
b ⊂ [a]である。[a]がアトラクターならΨ+

a ⊂ [a]であ
る。)この結果はきわめて一般的に成り立つが、可微分力学系 (可微分写像または流れ)の場合
がことに興味深い。というのは、Ψ±

a はこのときしばしばはめ込まれた可微分多様体であり、
これに関しては、なにがしかの理解が進んでいる。

6.3. 公理Ａ力学系. (f t)(t ∈ Zまたは t ∈ R)は公理Ａおよびサイクルなし条件を満たす力学
系とする。このとき、公理Ａ基本集合およびアトラクターは我々が基本類およびアトラクター
と呼んだものに外ならない。基本集合は有限個しかなく、通常我々が基本類上に導入したのと
同じ関係で順序付けられている。公理Ａ系は可微分力学系の一般論をまねて構築しようとする
ときの模範である。ことに、これから我々が議論しようとする漸近測度に関してあてはまる。

6.4. 漸近測度とストレンジアトラクター.　力学系 (f t)に小さなストカスティックな摂動を加
えたときに定常測度の「雑音なし」の極限として生じる測度を漸近測度と呼ぼう。ここではＭ
はコンパクトな多様体であるとし、拡散F の核FδxはM上のリュベーグ測度に関して絶対連
続であるとする。5節の議論から、漸近測度の台に関して情報が得られる。(サイクルなしの)

公理Ａ可微分写像および流れの場合、測度そのものに関して情報が得られる。アトラクターご
とに丁度一つの漸近測度が得られる。これは、不安定多様体上のリュベーグ測度な関して絶対
連続な不安定多様体上の条件付確率を持つものとして特徴付けられる。公理Ａ系の場合は、非
吸引的基本集合の近くでの tが大きいときの f tνのふるまいが知られている。すなわち、νが
リュベーグ測度に関して連続な密度を持てば、基本集合の近傍内に残っている質量は指数関数
的に減衰する。公理Ａが成り立たないときでも、いろいろな場合に漸近測度が不安定多様体の
上で絶対連続であると期待できる。しかし、例外も知られている。Pugh and Shub[26]によっ
て示された通り、不安定多様体上に絶対連続な測度があれば、それは多様体上リュベーグ測度
> 0の集合をなす初期点に関するエルゴード平均である。
漸近測度を見つける問題はその台を評価する問題より本質的に深い問題であることを指摘し

ておく。これを理解するために、5節の議論がM(M はコンパクトとして）の位相のみを使っ
たことに注意しよう。一方、漸近測度は本質的に可微分構造に依存する。たとえば、アノソフ
微分同相の漸近測度の測度論的エントロピーは微分同相が構造安定であるにも拘らず、微分同
相が摂動を受けると変化する。
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アトラクターは主として実験 (計算機、物理および化学実験)の中でその姿を現す。これら
は漸近測度を備えており、ストレンジアトラクター (strange attractor)は漸近測度が正のリャ
プーノフ指数を持つ事実、すなわち、(ほとんどいたるところで)fｔxと f t(x + Δx)が指数関
数的に離れて行くこと、によって定義できるかも知れない。いまの時点では、ストレンジアト
ラクターを漸近測度に関する考察とは無関係に定義出来るかどうかはっきりしない。これは上
で注意したように、構造の観点から重要な問題である。

6.5. ディジタル計算機によるアトラクターの生成. ディジタル計算機によって長い軌道 {f tx :

t ∈ [0, N ]}を計算するときは丸め誤差の存在に気を付けなければならない。丸め誤差は有界で
あり、その分布はある意味で絶対連続と仮定してよさそうである。したがって、5節の議論が
適用でき、計算機は多分本当にここで定義したアトラクターを具現する「アトラクター」を生
成しているのであろう。(計算機は微分方程式を解いている場合でも、いつでも離散力学系を
しらべていることに注意しよう。) しかし、気をつけなければいけないのは、ある場合には、
漸近的なふるまいに達するためにはN を非常に大きくする必要があることである。また心に
とどめておく必要があるのは、まったく同じ数に作用するとき、計算機はまったく同じ丸め誤
差を生じることである。計算機が一度訪れた点に戻ってきた途端に、誤差が絶対連続で独立な
分布をするという我々の仮定に違背する。計算機は有限機械であるから、この種のループは必
然的に生じるが、そのループがきわめて長いと思われる。現実に、Levy[22] の観察によれば、
Henonアトラクターを通常の精度で計算すると、比較的短いループ (長さ∼ 103)が現れる。こ
れを避けるためには、ループの長さがN に関して大きくなるように精度を選ぶ必要がある。

6.6. 物理実験への応用. 流体力学系 (または化学系、その他)の実験について議論するときに
はいくつかの困難に出会う。時間が連続であることはそれ自体深刻な問題ではないが、ランダ
ムなゆらぎが有界であると仮定できなくなる (ゆらぎが異なる時刻において相関なしのとき)。
さらに、ゆらぎの分布はほとんどわかっていない (平衡状態における温度ゆらぎに関してはよ
い理論があるが、この理論は平衡状態からはずれたところへは簡単に拡張できない。Fox[13]

参照)。5.4節を参考にすれば、アトラクターでない基本集合から離れ去るまでの時間 (これは
β−1程度の大きさである)を尺度にして大きなゆらぎの頻度 (αによって測られる)が小さいと
すれば、実験データはアトラクターの近くにあるだろう。この条件は、たとえ現実によく満た
されるにしても、原理的には実証するのは難しい。
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