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はじめの 3節は非公式に書いた. 序 (1節)の最初の部分は摂動論に基づく近可積分系研究の
概観である. 1節の後半ではこの論文の結果に関して詳しく述べる. 3節では基本定理の証明
について詳説する. ここで安定性時間の指数関数評価を確立する. 4節から 9節までは定理の
陳述および証明に費やされる. 基本定理を証明するのに必要なある種の補題の証明は別のとこ
ろに発表する. これらの補題の定式化が 10節の内容である. その証明と 5節から 9節の内容が
基本定理の完全な証明を構成する.

11節は非公式に書いた. そこでは基本定理の証明の方法と発想を用いて近可積分系のふる
まいに関しいくつかの帰結を出す. 最後の 12節では基本定理の帰結として惑星系の安定性時
間を指数関数的に評価する.
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1 節. 序

1.1. 近可積分ハミルトン系. 永劫安定性および有限時間の安定性. この論文では正準方程式が

İ = −∂H
∂ϕ

, ϕ̇ =
∂H

∂I
,

で, ハミルトン関数が

(1.1) H = H0(I) + εH1(I, ϕ),

のハミルトン系における変数Iのふるまいを調べる. ここで ε� 1は小さなパラメータであり,

摂動 εH1(I, ϕ)は変数 ϕ = ϕ1, . . . , ϕsに関し 2π周期であり, Iは s次元ベクトル I = I1, . . . , Is
である.

ϕiは角変数, Iiは作用変数と呼ばれる. 作用変数のみに依存するハミルトン関数を持つ系は
可積分といわれ, 系 (1.1)は近可積分系と呼ばれる. 系 (1.1)はまたハミルトン関数H0を持つ
無摂動系への摂動と呼ばれる.

ハミルトン方程式より,変数 Iiは無摂動系の第一積分であることがわかる. また摂動系の解
に沿ってのこの変数の変化率はあきらかにε程度の大きさである. ところが長い時間間隔の間
に (1/εよりかなり長い), 作用変数の値はほんの少ししかもとの値と違わない.

これに関して, いくつもの疑問が生じる. 重要なもののみ挙げよう. 解 I(t), ϕ(t)のすべてま
たは一部に対して,点 I(t)はその初期値の近くに永遠にとどまっているだろうか,すなわち, こ
れらすべての解に対して |I(t) − I(0)| < α(ε)がすべての実数 tに対して成り立つか? ここで
ε→ 0のときα(ε) → 0である. このような解は永劫安定であるという. 永劫安定解が存在すれ
ば, それはどの位の量あるか? 永劫安定でない解があるとして, その「安定性時間」の大きさ
の程度は？主として, ここでは安定性時間の下限に興味がある. すなわち, 十分小さなすべて
の εに対して, 時間区間 [0, T (ε)]の間に I(t)が I(0)に近くとどまる, つまり,

|I(t) − I(0)| � 1 for t ∈ [0, T (ε)]

となるような関数 T (ε)に興味がある.

この論文を通して, 安定性 (有限時間であろうと無限時間であろうと)をこの意味で用いる.

通常のリャプーノフ安定性ではない.

上で述べた疑問のいくつかはラプラスやラグランジュにまでも遡る. 彼らは太陽系の安定性
を説明するよりもむしろそれを理解しようとした. Poincaré[2], Birkhoff[3], およびSiegel[4], [5]

は別の問題を提出した. もっと最近では, Kolmogorov[6], [7], Arnold[8]-[11]およびMoser[12],

[13]がこれらの問題を答えるのに多大の貢献をしている.

1.2. コルモゴロフ・トーラス. 2周波数系の永劫安定性. アーノルド拡散. Arnol’d [8],[10]は
とくに次の主張を証明した. 無摂動ハミルトン関数H0を「一般形」の関数とする. このとき
ハミルトン関数 (1.1)を持つ系の相空間には方程式 I1 =一定, . . . , Is =一定で与えられるトー
ラスに近い s次元不変トーラスの集合が存在する. この集合はコルモゴロフ (Kolmogorov)集
合と呼ばれ, 閉かついたるところ疎であるが, 相空間の「大きな部分」を形成する. もっと詳
しく言うと, コルモゴロフK集合の補集合の測度は ε → 0のとき 0に向かう.
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ε → 0のとき, 系 (1.1)のコルモゴロフトーラスは無摂動系の不変トーラス {I, ϕ|I = 一定 }
に変わる. ゆえにコルモゴロフ集合上にある軌跡に対応する解 (これは解の大多数である)は
永劫安定である.

コルモゴロフ集合の存在の十分条件は

(1.2) Δ1 = det

(
∂2H0

∂I2

)
,

(1.3) Δ2 = det

⎛
⎜⎜⎝
∂2H0

∂I2

∂H0

∂I
∂H0

∂I
0

⎞
⎟⎟⎠

なる行列式Δ1,Δ2の少なくともどちらか 1つが恒等的にゼロにならないことである. ここで

Δ1はH0のヘシアン, すなわち, 2階微分 ∂2H0
∂Ii∂Ij

を要素とする s次の行列の行列式である. (1.3)

の行列は対称であり, (s+ 1)次であり, ∂H0
∂I
はH0の１階微分を成分とするベクトルである.

これらの結果の帰結として, 自由度 2(s = 2)の系の場合は次のような強い主張が証明されて
いる. すなわち行列式Δ2がゼロでなければ, 系のすべての解は永劫安定である. 条件Δ1 �≡ 0

およびΔ2 �≡ 0や永劫安定性の性質の意味の詳しい説明は教科書 [27], 365-383に書かれている.

上で述べた結果ははじめH が解析的であるとして得られた. J. Moserはこの条件を十分大
きな (すなわち, 333階)微分の存在に置き換えた ([12], [13]). MoserおよびRüssman[31], [32]

の努力により, 微分の階数は 6にまで下げられた.

Zehnderはコルモゴロフ集合の存在が, 滑らかでない汎関数に関する陰関数定理型の一般定
理から従うことを証明した ([33]および [34]参照).

これらの研究すべてにおいて, s ≥ 3のコルモゴロフトーラス集合の補集合における解のふ
るまいは未解決問題として残った. Arnoldは, それらの解 I(t)の一部が I(0)から任意に離れ
るような系の例を構成した ([11]参照). この効果は「アーノルド拡散」と名づけられた ([14]).

1.3. 安定性時間の指数関数的評価. [11]で構成された不安定な解の点 I(t)が I(0)の近くにい
る時間間隔は εが線形に減少するとき指数関数的に増大する. これに関連して, V.I.Arnold[15]

が予想したところによると, 一般形のハミルトン関数を持つ系では, I(t)が I(0)の近くにいる
「束縛時間」はすべての初期条件に対して 1/εのどのベキよりも速く成長する. この主張はこ
こで証明される. この論文では安定性時間の指数関数的評価を確立する.

指数関数的な評価の精密な定式化がこの論文の主要結果定理4.4の内容である. ここでは完
全に正確でなく, 定理 4.4と細かな点で異なる定理を述べる.

1.4. 定理. H0は 1.7節で定義するある「急勾配」条件を満たすとする. このとき, 以下の性質
をもつ正の定数 a, bおよび ε0がある.

0 < ε < ε0とする. このとき, ハミルトン関数をH0(I) + εH1(I, ϕ)とする系の各解 I(t), ϕ(t)

に対して

(1.4) |I(t) − I(0)| < εb,
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がすべての t ∈ [0, T ]に対して成り立つ. ただし

(1.5) T =
1

ε
exp(

1

εa
)

である.

定数 aと bはH0のみに依存する. 定数 ε0はH0とH1内の 2つのパラメータ1 のみに依存す
る. 後者はH1の ϕによるフーリエ級数展開の係数の最大量と減少率である. 定数 aと bの値
は 1.10節で与え, 1.10, 1.11, および 2.1B節で議論する.

評価 (1.5)はHが解析的という仮定の下で証明される. Hが滑らかであることのみ要請すれ
ば, 評価は指数関数的でなくなり, 級数評価になる. その際, そのべきはH が高い微分を持つ
ほど大きくなる.

指数関数的な評価は, ハミルトン関数が (1.1)より少し一般的な形をしている系でも成り立
つ. 1.5および 1.6節でこの種の系を列挙する. (1.1)と本質的に異なる系への評価の一般化は
2.2節で議論する.

1.5. パラメータを持つ系に関する指数関数的評価. 4節から 9節において次のハミルトン関数
を持つ系の指数関数的評価を証明する.

(1.6) H = H0(I) + εH1(I, p, ϕ, q).

ここで pと qは (n − s)次元ベクトル (n ≥ s), 変数 I と pはそれぞれ ϕと qに正準共役, 関
数H1はϕ = ϕ1, . . . , ϕsに関し周期 2πである. n = sのときハミルトン関数 (1.6)は (1.1)に一
致する.

この一般化によりわれわれの太陽系のような惑星系に主定理を応用できる (詳細は 1.18節参
照). 系 (1.6)へ評価を一般化しても証明の計算はほとんど複雑にならないし, 評価が悪くなる
こともないことを注意しておく.

系 (1.6)に対する評価 (1.4)と (1.5)の正しさに関する主張からほぼ自動的に同値な次の主張
がでる. すなわち，これらの評価は摂動が「遅い時間」εtに依存する非自励系, すなわち, ハ
ミルトン関数を

H = H0(I) + εH1(I, ϕ, εt)

とする系でも成り立つ.

(1.6)式の変数 pと qはパラメータとも呼べる. パラメータや遅い時間への摂動の依存性は主
定理における評価 (1.4)や (1.5)を悪くさせない.

コルモゴロフ・アーノルド・モーザーの理論 (1.2節参照)は, ハミルトン関数が (1.1)の形を
しているか, またはそこへ帰着できない限り, この副節で考えた系へは持ち込めない.

1.6. 時間に周期的に依存する摂動を持つ系.

次のハミルトン関数を持つ系を考える.

(1.7) H = H0(I) + εH1(I, ϕ, t), ただし H1(I, ϕ, t+ 2π) = H1(I, ϕ, t)

1 定理 4.4で第二のパラメータの役割を演ずるのはH1が解析的であるような変数 ϕの実平面の複素近傍の幅
ρである. よく知られているように, この幅はフーリエ係数の減少率を決める.

4



勾配条件以外の H0 に関する条件により, 系の解の安定性時間の指数関数的評価が保証され
る. これらの条件は (P 勾配条件と呼ばれる), 1.9B節で与える. これらは (s + 1)個の変数
I1, . . . , Is, T の関数Hに関する勾配条件で, H0によりH(I, T ) = H0(I) + T と定義されるもの
に同値である.

1.7. 急勾配関数. 無摂動ハミルトン関数H0に関する条件で, 系 (1.6)の安定性時間の指数関

数的評価を保証する条件を定式化しよう. これらは条件 |dH0(I)
dI

| ≥ g > 0の一般化である. こ
れは (?)明らかに単一の周波数 s = 1を持つ系 (1.1)の Iに関する永劫安定性を保証している.

H0はユークリッド空間Esのある領域 (domain)G(領域とは開集合のこと)で定義された任
意の関数であるとする. Esのアフィン部分空間とは任意の次元の平面のことである. IをGの
任意の点とし, λは I を含む平面で dimλ �= 0とする. grad(H0|λ)で, λ に制限したH0の勾配
を表わし, mI,λ(η)で中心 I半径 ηの球上のこの勾配の長さの最小値を表わす.

mI,λ(η) = min
{I′∈λ:|I−I′|=η}

|grad(H0|λ)|I′|.

1.7A. 定義. 関数H0が平面 λ上の点 Iにおいて急勾配であるとは, 定数C > 0, δ > 0および
α ≥ 0があって, すべての ξ ∈ (0, δ]に対して

(1.8) max
0≤η≤ξ

mI,λ(η) > Cξα,

が満たされるときである. 定数Cと δを勾配係数と呼び, αを勾配指数(index)と呼ぶ.

以下の 2つの定義では, 本質的に評価 (1.8)の一様性に関する条件のみを課そう.

Λr(I)で, 点 I ∈ Esを含むEs内の r次元平面すべての集合を表わす.

1.7B. 定義. s個 (s ≥ 1)の変数の関数H0が点 Iにおいて急勾配であるとは次の条件が成り立
つときである. まず, g > 0として |gradH0|I | ≥ g. 次に s ≥ 2のときすべての r = 1, . . . , s− 1

に対して, 数 Cr > 0, δr > 0,および αr ≥ 1があってH0は I において gradH0|I に直交する
すべての面 λ ∈ Λr(I)において, 係数 Cr および δr また指数 αr を持って急勾配である. 数
g, C1, . . . , Cs−1, δ1, . . . , δs−1を IにおけるH0の急勾配係数, α1, . . . , αs−1を急勾配指数と呼ぶ.

以下の条件は,関数が定義されるところではどこでも条件 1.7Bが一様であることを保証する.

1.7C. 定義. s個の変数の関数H0が領域Gにおいて係数 g, C1, . . . , Cs−1, δ1, . . . , δs−1および指
数α1, . . . , αs−1を持って急勾配と言われるのは, これらの係数と指数を持ってすべての点 I ∈ G

で急勾配であるときである.

条件 1.7Cにより系 (1.1)の解 I(t), ϕ(t)のうち, 初期条件が領域G× T s内にあってこの領域
の境界の小さな近傍の外にあるようなすべての解に対して安定性時間の指数関数的評価が保
証される. ここで T sは s次元トーラスであって, ϕ ∈ T sである.

1.8. 急勾配条件についての注意. 急勾配の幾何学的意味. これら 3つ (定義 1.7A)の基本的定
義を説明する. H0が平面λの Iにおいて急勾配であって, 係数Cと δ, および指数αを持つとす
る. γは λ上の任意の曲線で Iから距離 dにある他の任意の点を Iに結ぶとする. ただし d < δ

とする. このときこの曲線上に Ĩを見つけて, この点における grad(H0|λ)の長さが級数評価
|grad(H0|λ)|Ĩ > Cdα,
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によって下から限られているとする.

まさしく急勾配関数のこの性質が主定理の証明に使われる.

この性質の直観的解釈を述べることができる. H0|λのグラフを考える. このときグラフの曲
面上を Iの上の点から別の点に向かって動く旅行者は必然的にこの曲面の急勾配を登り越さね
ばならない.

平面 λが gradH0|λ に直交しなければ, grad(H0|λ)I �= 0であり, 上で述べた定数 C, δおよ
び αをつねに見つけることができる. その上, αをゼロにとれる. 定義 1.7Bにおけるように
λ⊥gradH0|λなら gradH0|λ = 0である. この場合, H0は急勾配ではあり得ない. たとえば Iを
通り λ上にある曲線 γで, すべての点で grad(H0|λ)がゼロになるものを見つけることができる
(詳しくは 1.15節参照). λ上の IにおいてH0が急勾配ならつねに α ≥ 1であり, 勾配指数はそ
れより小さいことはあり得ない (これはH0の滑らかさの結果である).

また異なる r, r = dimλ, に対して点における急勾配条件の相対的独立性に注意しよう. 以
下の事実はこの独立性を指摘している. 三変数の関数で, あるものは r = 1に対してこの条件
を満たし r = 2に対しては満たさないものがあり, 一方逆の関数もある. 最初の型の関数は, た
とえば I1 − I2

2 = 0および I3 �= 0なる点において (I1 − I2
2 )2 + I2

3 であり, 第二の片野関数はす
べての点において I1 + I2

2 − I2
3 である.

急勾配条件に似た条件をGlimmが [16]で導入している.

これらの条件は次のような状況を頭に描いている. いま調べている系は (1.1)でなくて任意
のハミルトン系の平衡位置の近傍である (2.2B節参照). この場合, Glimmはいわゆる系の形式
的安定性を, 系によって定義されるある種の関数が急勾配条件に近い条件を満たすという仮定
のもとで証明した. Glimmは「一般の位置」の関数がかれの条件を満たすかどうか明らかに
しなかった. これらの関数は [17]で証明されているように急勾配条件を満たす (上の 1.13節も
参照).

1.9. 急勾配条件の変形. 1.9A. S−急勾配条件. 条件 |dH0(I)
dI | ≥ g > 0は s = 1に対して系

(1.1)の永劫安定性を保証しているが, これをもっと弱めることができる. dH0
dI
をゼロにでき

る. ただし級数評価を満たすことを要請する. この条件の多周波数系への拡張は以下で述べる
S急勾配条件である. この場合も gradH0がゼロになることが許される. しかしながら, これら
は系 (1.6)の安定性時間の指数関数的評価 (1.5) を保証する. もっとも aの値は悪くなる. これ
はわが主定理の簡単な帰結である.

定義. s変数の関数H0が Iにおいて対称的に急勾配 (symmetrically steep), または S急勾配で
あるとは, 次が成り立つことである. 各 r = 1, . . . , sに対して, 数Cr > 0, δr > 0および αr ≥ 0

が存在して, H0は係数Crおよび δrまた指数 αrなる各面 λ ∈ Λr(I)上の点 I において急勾配
である.

これらの条件が, H0の定義されているいたるところで一様に成り立つという要請は指数関
数的評価を保証する. この要請は定義域における急勾配条件との類比で定式化される (1.7C節
参照).

1.9B. P−急勾配条件. 以下の条件が, H0の定義されているいたるところで一様に成り立つと
いう要請は, 1.6節の摂動が周期的に時間に依存する系の安定性時間の指数関数的評価を保証
する.
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定義. s変数の関数H0が I0において係数 Cr > 0, δr > 0および指数 αr ≥ 1(r = 1, . . . , s)を
持って P 急勾配であるとは, 次の条件が成り立つことである.

Kで関数K(I) = H0(I) − 〈ω(I0), I〉を表わす. ここで ω(I0) = gradH0|I0である (KはH0と
線形関数だけ異なり, その I0における勾配はゼロという特徴をもっている). このときKは係
数Crと δrおよび指数 αrを持ち, I0において S急勾配のはずである.

1.10. 急勾配 indexおよび系の安定性時間条件. 主定理の評価 (1.4)および (1.5)を定義する
定数 aと bは非摂動ハミルトン関数H0の急勾配指数 α1, . . . , αs−1(1.7Cで定義されている)に
のみ依存し, 次のようにそれらによって表わされる.

(1.9) a =
2

12ζ + 3s+ 14
, b =

3a

2αs−1
,

ここで s > 2に対しては

ζ = [α1(α2 · · · (αs−3(αs−2 · s+ s− 2) + s− 3) + · · · + 2) + 1] − 1

であり, s = 2に対しては ζ = 1である. sは周波数 I = I1, . . . , Isの数である.

aに関してはもっと良い値

a =
1

3ζ + s+ 4
− σ,

が得られる. ここで σ > 0は任意に小さい. 引き続く論文では, どのようにこれをするのかを
説明する. もっともこの値は改善できそうである.

αr ≥ 1であるから, ζ > s(s− 1)/2を得る. ここで等式はすべての rに対して αr = 1のとき
に成り立つ. だから周波数の数 sあ同じすべての系において安定性時間の最良評価はsが増大
すると強く劣化する.

次の 2つの副節では急勾配関数の重要な類を 2つ記述する.

1.11. 準凸関数. 定義. 関数H0が領域 G,G ⊂ Esにおいて準凸と言われるのは、すべての
I ∈ Gに対して次の条件が成り立つときである．

a) gradH0|I �= 0;

b) 系

(1.10)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

s∑
i=1

∂H0(I)

∂Ii
ηi = 0,

s∑
i,j=1

∂2H0(I)

∂Ii∂Ij
ηiηj = 0,

は (自明な解 η = 0を除いて)実の解 η = η1, . . . , etasを持たない．

条件b)は次のようにも述べられる．IのまわりのH0のテイラー級数の2階の項
∑s
i,j=1

∂2H0(I)
∂Ii∂Ij

を IにおけるH0のレベル曲面に接する超曲面
∑s
i=1

∂H0(I)
∂Ii

ηj = 0に制限すると一定の符号を

持つ．
これらの関数のレベル曲面は凸であるから、「準凸」という用語がふさわしいことがわかる．
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定義域の任意の点のある近傍における準凸関数の急勾配性は明らかである．Iを含み接超曲

面
∑s
i=1

∂H0(I)
∂Ii

ηj = 0上にあるすべての部分空間λに対して、I の近傍内のH0|λのグラフは
楕円パラボロイド (酒杯)に近い．だから勾配指数αi(i = 1, . . . , s− 1はすべて 1に等しいこと
もわかる．勾配指数の間に非ゼロの勾配を持つすべての非準凸関数に対して、少なくとも 1つ
は 1より大きいものがあることに注意しよう．だから準凸関数は一番「急」なのである．

2変数 (s = 2)の関数の場合、準凸性は行列式 (1.3)がゼロでないことに同値であることを示
すのは難しくない．ゆえに 2変数の「一般の位置にある」関数は準凸である．3変数の関数に
関しては、準凸性は行列式 (1.3)が負という条件に同値である．

注意. 1.10節で指摘したとおり、安定性時間の評価 (1.5)を定義する定数 aはH0の勾配指数の
みに依存する．この指数が小さいほど評価は大きくなる．著者の予想によれば、事実、同じ数
の周波数を持つ系 (1.6)を比較すると、H0が小さな急勾配指数を持つほど、ある意味で大きな
急勾配指数を持つ系より安定である．とくに準凸の非摂動ハミルトン関数を持つ系がもっとも
安定である．

3周波数の系の場合、この予想が正しければ、系の安定性が本質的に行列式 (1.3)に依存す
ることになる．行列式が負なら拡散は行列式が正の場合よりもゆっくりである．この依存性を
なんらかの方法で、たとえば計算機で、示せれば面白い．

注意. 周期系 (1.7)では解の安定性時間の最良評価は凸のH0を、つまりテイラー展開の 2階の
項が一定符号を持つ関数を、持つ系に対して得られる．

1.12. 3-ジェット関数に関する条件. 定義域のすべての点

I = I1, . . . , Is

で次の条件を満たす関数を考える．
a) gradH0|I �= 0;

b) 系

(1.11)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

s∑
i=1

∂H0(I)

∂Ii
ηi = 0,

s∑
i,j=1

∂2H0(I)

∂Ii∂Ij
ηiηj = 0,

s∑
i,j,k

∂3H0(I)

∂Ii∂Ij∂Ik
ηiηjηk = 0

は自明な解 η = η1, . . . , ηs = 0以外に実の解を持たない．
定義域のすべてのある近傍で、このような関数が急勾配条件を満たすことを証明するのは難

しくない．
明らかに条件 (1.11)は (1.10)より弱い．準凸関数は (1.11)を満たす．
また「一般の位置にある」3変数の関数が (1.11)を満たすことを注意しておく．

1.13. 非ジェット関数の無限縮退. 4つまたはそれ以上の変数の「一般の位置」の関数は点の
ある近傍で急勾配であるか、という疑問が生じる．これらは急勾配であることがわかる．その
上、次の定理が [17]で証明された．
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1.13A. 定理. s変数 (s ≥ 2)の関数H0の Iにおける勾配が非ゼロであるとする．H0が Iの任
意の近傍で急勾配でなければ、それは無限に縮退している．すなわち、この点のまわりのH0

のテイラー級数の係数は独立な代数方程式を無限に満たす．
この定理の証明を少し修正すれば、1.9節で定義したP 急勾配および S急勾配関数に関して

同様の主張が得られる．定理 1.13Aと違うのは、条件 gradH0|I �= 0がないことである．

1.13B. 定理. I の任意の近傍においてH0が P 急勾配 (S 急勾配)でなければ、これは定理
1.13Aの意味で無限に縮退している．

1.14. 代数的急勾配規準. 1.14A. 非ゼロの勾配を持つ非急勾配関数のジェットの集合．非急
勾配関数の無限縮退性は次の事実からでる．
Jr(s)で、任意の点 I における s変数の関数の rジェットの空間、すなわちこの点のまわり

での関数のテイラー級数の r階までの係数から作られるベクトル空間、を表わす．このときす
べての空間 Jr(s)(r, s = 2, 3, 4, . . .)内に以下の条件を満たす semi-algebraic 集合 Σr(s)を見つ
けることができる．まず、勾配がゼロでない非急勾配関数すべての rジェットは Σr(s)内にあ
る．詳しくいえば、rジェットがΣr(s)の外にある関数H0はすべて gradH0|I = 0であるか、I
のある近傍で急勾配である．第二に、すべての s = 2, 3, 4, . . .に対して、Jr(s)内のΣr(s)の余
次元は r → ∞のとき無限大に向かう．
集合Σr(s)の第二の性質は評価の帰結である2 ．これは [17]の結果をもとに証明できる：

(1.12) codim
r∑

(s) ≥
⎧⎨
⎩ max[0, r − 1 − s(s−2)

4
] for even s,

max[0, r − 1 − (s−1)2

4
] for odd s.

rm(s)で、Iにおいて非ゼロの勾配を持つ s変数の関数で rジェットが「一般の位置」にある
ものが iの近傍で急勾配であるものの内 rの最小値を表わす．(1.12)より次が従う．

rm(s) ≤
⎧⎨
⎩

s(s−2)
4

+ 2 for even s,
(s−1)2

4
] + 2 for odd s.

とくに rm(2) ≤ 2および rm(3) ≤ 3である．「一般の位置」にある 2変数または 3変数の関数が
それぞれ (1.10)および (1.11)を満たすことを主張したときに、このことは 1.12および 1.12節
で述べた．実際には rm(2)＝ 2および rm(3)＝ 3であることに注意しよう．

1.14B.非急勾配関数のジェットを見分ける条件の構成的性格. (1.12)は別の場所で証明する3 ．
そこではJr(s)のある種の部分集合σr(s)でその閉包がΣr(s)に一致するものを定義する代数的
条件を記述した．残念ながらこれらの条件は陰の形をしている．つまり (1.2)あるいは (1.3)の形
でなく (1.10)またじゃ(1.11)の形をしている．(詳しくいうと、これらは低いorderのテイラー係
数やほかの変数 (パラメーター)の多項等式および不等式系の集まりを構成している．テイラー
係数を固定したときに、この集まりの系がひとつでも解けることはこれらの値が構成するベク
トルがσr(s)に属することを意味する.) これらの条件が陰の性質を持っているにもかかわらず、
ある程度までは、ジェットに沿っての関数の急勾配性を効率的に示せという問題に答えている．

2 Jr(s)における Σr(s)の余次元が (1.12)の右辺にちょうど等しいと仮定する．
3 同様ではあるが、もっと悪い評価は [17]で確立された．
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1.14C.注意. σr(s)を定義する条件は急勾配条件 (1.10)および (1.11)の一般化と見ることができ
る．というのは、これらは (1.10)および (1.11)に形が近いからである．そのうえ、s = 2, 3, 4, . . .

に対して σ2(s) = Σ2(s)を定義する条件は準凸性 (1.10)のための条件と同値であり、s = 2お
よび 3に対して σ3(s) = Σ3(s)を定義する条件は (1.11)とほんの少ししか違わない．

1.14D. 注意. Iにおいて非ゼロの勾配を持つ関数で、この点におけるその rジェットがΣr(s)

の外にあるものの急勾配指数αiは sと rにのみ依存する量で上から限られる．

1.15. 急勾配でない関数の例. 非急勾配関数の最も簡単な例は 2つまたはそれ以上の変数の線
形関数である．

H0 =
s∑
i=1

aiIi + b.

H0の定義域Gが有限または無限個の直線分を含み、H0をそこに制限すると一定であると
仮定する．このときH0はこの線分のどんな点でも急勾配でなく、だからこれと交わるどんな
領域でも急勾配でない．
もっと一般の状況を考える．すなわち、dimλ �= 0なる平面 λとこの平面上にある曲線 γが

あって、H0のこの λへの制限の勾配が γ上のすべての点で消えてしまうとする．つまり、

(1.13) grad(H0|λ)|I = 0 for all i ∈ γ

このときH0は γの任意の点で急勾配でない．
非急勾配関数のこれらの例は、非 P 急勾配および非 S急勾配関数の例でもあることを注意

しておく．

1.16. 先経的評価より良く安定性時間を評価するのに急勾配条件が重要であること．このよう
な評価の必要条件．ハミルトンの方程式よりただちに、ハミルトン関数

(1.14) H = H0(I) + εH1(I, ϕ)

を持つ系のすべての解 I(T ), ϕ(t)に対して、1/εよりずっと小さな時間の間、点 I(t)は I(0)に
近いことが出る．この評価 (� 1/ε)を系の解の安定性時間の低先験的評価と呼ぶ．非摂動ハ
ミルトン関数に関する急勾配条件により先験的評価よりよい評価が保証される (Hが解析的な
ら指数関数的評価、H がいくつかの微分を持てば級数評価)．しかしこの評価は任意のH0を
有する系でも成り立つのだろうか？答えが否であることがわかる．非急勾配関数のかなり大
きな類Mが以下の性質を持つことを主張できる．H0 ∈ Mとする．このときハミルトン関数
(1.14)を持ち、適当な摂動 εH1, H1 = H1(H0)を持つ系は、任意の ε > 0に対して解 Iε(t), ϕε(t)

で、Iε(t)が時間間隔 1/εの間に order εの速さで初期位置 Iε(0)から離れていくものを持つ．だ
からこれらの解の安定性時間は 1/εよりはるかに小さく、先験的評価に一致する．
この定理の簡易版をここで述べよう．

1.16A. 定義. 整数成分を持つベクトルの線形hullから平行移動で得られる平面λは有理的と
呼ばれる．(上と同様、平面とは任意の次元のアフィン部分空間のことである.)

1.16B. 記法. 定義域が Es, I ∈ Esに含まれる関数の類で、以下の性質を持つものをMで表
わす．すべてのH0 ∈ Mに対してEs内の有理平面 λと曲線 γ, γ ⊂ λで、まず (1.13)を満た
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し、第二に方程式 İ = V (I)で γが相曲線になるようななめらかな右辺を有するものを見つけ
ることができる (?)．

1.16C. 定理. すべてのH0 ∈ Mに対して、以下の性質を有するH1 = H1(I, ϕ)と一対一写像
ξ : [0, 1] → Esを見つけることができる．すべての ε > 0に対して、系 (1.14)の解 Iε(t), ϕε(t)

で [0, 1/ε]で定義され、Iε(t) = ξ(εt)なるものがある．

1.16D. 注意. H0とベクトル場 V が解析的なら、ハミルトン関数H1が解析的になるように
H1をとることができる．これは定理の証明から出る．
次の結果は定理 1.16Cからしたがう．

1.16E. 系. 非摂動ハミルトン関数H0に関する条件の類のうち、条件H0 �∈ Mは (1.14)の解
の安定性時間の評価が先験的評価より良くなるための必要条件である．

1.16F. 注意. Mに属する関数と 1.15節の終わりに考えた非急勾配関数の重要な違いは、M
から取ってきた関数は対応する平面 λが有理的であることである．

1.16G. 注意. Iε(t)の軌跡は曲線 γ ({|I = ξ(t), t ∈ [0, 1]} ≡ γ)．適当な摂動のもとで、曲線 γ

は「超伝導チャンネル」となり、これに沿って I(t)が速さ εで動く．
2周波数 (s = 2)の系に対して、先験的評価より良い安定性時間の評価のための必要条件は、

E2がH0 = H0(I1, I2)が定数4 となるような有理数勾配の直線を含まないことである．以下で、
H0がこのような直線を有し、「高速」解 Iε(t), ϕε(t)を有するような例を挙げる．

1.17. 高速進化する系の例. ハミルトン関数

(1.15) H =
1

2
(I2

1 − I2
2 ) + ε sin(ϕ1 − ϕ2)

を持つ系は高速解 I1 = −εt, I2 = εt, ε1 = −1
2
εt2, ϕ2 = −1

2
εt2を持つ．

注意. したがって、この系H0 = 1
2
(I2

1 − I2
2 )に対して、行列式 (1.2)はどこでも決してゼロに

ならない．だから不変トーラスの有限測度のコルモゴロフ集合の存在にもかかわらず、作用
変数 I の空間において 1.16Gで記述した「超伝導チャンネル」があり得る．この場合、直線
I1 + I2 = 0がこのようなチャンネルである．

(1.15)に似て高速進化する系の例はMoser[18]、Khapaev[19]、およびそのほかの人によって
与えられている．

1.18. 非線形弱結合振動子．指数関数的に大きな時間の間の惑星系の安定性．非線形弱結合
振動子とは、ハミルトン関数 (1.16)を持つ系で、H0 =

∑s
i=1 fi(Ii)であり、fiの 2階微分とH0

の勾配がゼロにならない系のことである．その上、これらの 2階微分が同じ符号を有していれ
ば、H0は凸であり、したがって準凸であるから急勾配である．

4 H0 が有理線上で一定なら、この直線上の非摂動運動の振動数 ϕ̇i(I) = ∂H0(I)
∂Ii

(i = 1, 2)の比もまた一定で

有理数である．振動数 ϕ̇I(I)は、I を決めたとき「角度座標」ϕ = ϕ1, ϕ2を持つトーラス上の運動の振動数であ
る．振動数 ϕ̇i の間の同様の関係が、H0 ∈ Mなる 2振動数より大きな系 (s > 2)でも λが有理数であるような
対応する面で成り立つ．
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これの例は惑星系である．s+ 1個の点が互いにニュートンの法則で引き合い、一つの点 (太
陽)の質量が残り (惑星)の質量よりはるかに大きい．事実、よく知られているように、相空間
のある領域で系のハミルトン関数は (1.6)の形に簡単になり、

H0 = −
s∑
i=1

C
(0)
i

I2
i

,

となる．ここでC
(0)
i > 0は定数である．

物体の初期位置と速度は太陽系におけるものにほぼ等しいとする．12節で証明したように、
この場合、1/εに比べて指数関数的に大きな時間 T の間、系の崩壊は起こらない．ここで εは
惑星質量と太陽質量の比である．もっと正確にいうと、この系の物体の運動が初期に以下を満
たすと仮定しよう．a) 惑星は楕円に沿って運動し、この楕円はそれほどつぶれていない；この
楕円の軌道半長径の長さは互いに十分違っている．c) 軌道面の間の角度は大きすぎない．ま
た惑星はみな同じ向きに動いている．このとき、時間 T の間に物体同士が衝突したり物体が
系から逃げたりすることは不可能である．その上、この時間全体にわたって条件 a)、b)、およ
び c)が満たされ軌道半長径の長さはほとんど変わらない．
この主張は主定理からは直接出てこないことを注意しておく．なぜなら、少なくとも 2体

が接近するとき、摂動H −H0は小さくなるからである．別の事実 (角運動量積分の存在?)が
[9]におけると同様必要である．事実は、軌道半長径の長さ aiを固定したとき角運動量ベクト
ルの長さGは惑星の運動が円運動で同一平面を同一方向に起こるとき、対応する相空間の点
の近くで最大になる．だからペア毎に異なる αi > 0に対して数 γを見つけることができて条
件 ai = αi(i = 1, . . . , s)および G ≥ γが、相互の距離が小さくなり過ぎないような系の天体
の位置に対応する相空間の点集合を特徴付けることができる．(条件 ai = αiおよびG ≥ γは
a)、b)、および c)よりも鋭い (sharp?)．)．したがっていま問題にしている時間の間に近接衝
突が不可能であることを証明するには、この間 aiの変化が小さいことを証明すれば十分であ
る．しかしよく知られている通り、C(1)

i > 0を定数として ai = C
(1)
i I2

i である．ゆえに、初期
値からの aiの大規模偏差があれば作用変数 Iiも初期値から大規模偏差することになる．とこ
ろが、これは小摂動に involveするから、主定理に矛盾する．
次の 2つの節では主題からやや離れて非ハミルトン摂動を考える．

1.19. 太陽系の安定性. われわれの太陽系は 4 × 109年もの長きにわたって存在していると見
積られている．この期間は評価式 (1.5) あるいはほかのもっと正確な評価と比較できるが、わ
れわれはこれをしない．たとえこの期間がアーノルド拡散の遅効性を基にのみ説明されるに
しても、惑星がいつの時点でほぼ円運動で、しかもほぼ同一平面内で動き出したのかまったく
はっきりしていない．ゆえに太陽系の安定性の研究では、非ハミルトン的摂動も考慮する必要
がある．これらはハミルトン的摂動に比べてずっと小さいけれども、後者の効果も長期間にわ
たって非常に小さい．これは非ハミルトン的摂動の作用によって打ち消され、系を安定な状態
へ向かわせるように見える．
非ハミルトン的摂動のこの性質の説明の 1つとして次が考えられる．これらは長さGより

もむしろ粒子のエネルギーhi = C
(0)
i C

(1)
i

1
ai
．を打ち消す．だから aiとして可能な値に対して、

Gは極大に向かう．しかし、そのときは 1.18節より系は離心率ゼロの軌道運動に向い、軌道
面は互いにずれない．
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潮汐の影響およびまわりの媒質の抵抗が基本的役割を果たしている可能性がある．簡単な
計算によれば、aiとGの減少の間の関係がなりたつのは、まわりの媒質の抵抗のみを考慮し、
媒質の粒子が系の重心に関して静止していると仮定したときである．

1.20. 主定理および非ハミルトン的摂動. 実のところ、本文で述べたように、非ハミルトン的
摂動が小さいなら、系の安定性時間が非常に長くなるということは主定理からは出てこない．
しかし指数関数的評価 (1.5)が非常に小さな非ハミルトン的摂動を受けた系にも成り立つこと
は、この定理の証明を解析すれば出てくる．この一般化を荒っぽく言えば次のようになる．

定理. ハミルトン摂動の大きさを εHで表わし、非ハミルトン摂動の大きさを εN で表わす．次
のように書く．

ε = max[2εH′(log
1

(2εN)1−δ )
−1/α],

ここで δ = δ(ε) > 0は ε → 0のときにゼロに向かう既知関数である．0 < ε < ε0と仮定する．
このとき (1.4)と (1.5)が系のすべての解に対して成り立つ．ここで aおよび ε0は主定理と同
じものである．

この主張は次のように述べられる．十分長期間にわたっての拡散の速さ、つまり、作用変数
の変位の平均測度は

max{2εH exp[−(
1

2εH
)α], (2εN)1−δ}.

によって抑えられている．だから「評価の重ね合わせ」が近似的に成り立つ．ふたつの形の摂
動の結合効果による作られる拡散の速さの評価はアーノルド拡散 (すなわちハミルトン的摂動
から生じる拡散)の速さに関する我々の評価と非ハミルトン的摂動による拡散の速さの先験的
評価の和から少ししか違わない．
著者はこの問題を紹介してくれ、逐次近似法によって変数変換を構成する記述を教えてくれ

た V.I.Arnoldに感謝する．この方法により、当該問題を調べるのに都合のよい相空間の座標
を得ることができた．また著者は有用な意見を述べてくれたA.D.Bryunoに感謝する．

2節．未解決問題．予想．一般化

2.1. 主たる疑問．2.1A. 安定性時間の指数関数評価の上限. I(t)が I(0)から指数関数的に
ゆっくりと離れていく解の例を構成したが (1.2および 1.3節参照)、「一般的な位置」にあるハ
ミルトン関数を持つ任意の系に対してこのような解の存在を証明したわけではない．証明は、
摂動の大きさへの系の安定性時間の依存性の指数関数的特徴をonce and for all 確立するよう
なものであるはずだ．不安定な解の測度の評価は存在しない．
不安定な解の存在の可能性、すなわちアーノルド拡散の可能性は 11.4節で解明する．

2.1B. 系の安定性時間の勾配インデックスへの依存性. この依存性は指摘しただけで証明はし
ていないが、われわれの結果によれば現実の興味を惹く最も重要な帰結である．
この依存性はまず 1.11節で予想として提出される．そこでは計算機で確かめる可能性が示

唆される．結果を解析的に証明できるならもっと面白い．(すべての解に関して)安定性時間の
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最小値の上限および下限を相当に精度よく勾配指数から得ることができると著者は感じてい
る．これが得られれば、上に述べた依存性を便密に証明できるだろう．

2.1C. 拡散の方向. 不安定な解が動く方向や拡散の選び取る方向を調べることも面白そうで
ある．ある意味では、H0の勾配は方向が異なれば異なる．だから拡散の方向にも影響が出る．
その上、他の因子も拡散の方向に影響を与える．たとえば 3節で定義する共鳴帯の作用変数空
間における位置がそれである．

2.1D. 安定性と共鳴. いわゆる共鳴関係に関して観測される安定性を説明するという問題もあ
る (詳しくは、たとえば [20]参照)．見たところ非ハミルトン的摂動は実際の系にこの安定性を
与える．どんな条件がこれを保証するのか？
無摂動系がハミルトン系でなく一般の形をしているときも、この論文と同様 ([37]参照)、同

じ問題が生じる．2周波数の場合、この形の系における共鳴の安定性はNeishtadt[35],[36]が議
論している．

2.2. 指数関数的評価を他の型のハミルトン系や正準写像へ応用すること. 1.6節で述べたとお
り、作用変数での系の安定性の指数関数的評価は系 (1.6)に対してばかりでなく、時間に周期
的に依存する摂動を含む系 (1.7)に対しても成り立つ．ここでは、さらに 2つの型のハミルト
ン系を考える．とくにハミルトン系の平衡位置の近傍および 2つの型の正準写像である．これ
らの系や写像の安定性の指数関数的評価に関して命題を述べる．
これらの主張を正式に証明することはしない．しかしながら以下の事実からその正当性が言

える．系 (1.1)や (1.7)に対してもまたこの節で議論する系や写像に対して重要でない変更を
加えてもいくつかの定理が成り立つ．これらの系の中でも、コルモゴロフトーラスに関するも
ので指数関数的評価に近いものがある (この定理には 1.2節で触れる．[27]も参照)．指数関数
的評価はこの型の定理であると筆者は納得している．
以下の系と写像は何人かの人々によって調べられている．すなわち、Siegel[4]および [5]、

Moser[21]、[22]、[23]、[12]、[13]、および [18]、Arnold[10]、Glimm[16]、Contopoulos[24]、Hénon[25]、
Bryuno[26]、およびそのほかの人々である．彼らは深く重要な結果を得ており、それらのいく
つかは後の節で利用する．

2.2A. 2s−次元円環の写像. 写像

A : (I, ϕ) �→ (I ′, ϕ′), ただし I ′ = I − ∂S
∂ϕ
, ϕ′ = ϕ+ ∂S

∂I′ ,

を考える．関数 Sはいわゆる母関数であり、S(I ′, ϕ) = S0(I
′) + εS1(I

′, ϕ), ε � 1なる形をし
ている．ここで I ∈ G ⊂ Esおよび ϕ ∈ T sである．またEsと T sはそれぞれ s次元のユーク
リッド空間とトーラスである．

定理. L0はGにおいて P 勾配であるとする (定義に関しては 1.9B参照)．このときG内の
S0の P 勾配の指数のみに依存する定数 a > 0と b > 0があって、以下の性質を満たす．
I(0), ϕ(0)を領域G× T sの任意の点でこの領域の境界の小さな近傍には入っていないものと

する．このとき
|I(m) − I(0)| < εb
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がすべての整数m ∈ [0, T ]に対して成り立つ．ここで

T =
1

ε
exp(

1

εa
)

であり、I(m), ϕ(m)は点Am(I(0), ϕ(0))を表わす．

2.2B. 保存系の平衡位置の近傍. 自由度 sの任意の自励ハミルトン系の特異点の近傍を考える．
線形系の固有値は純虚数であると仮定し、それらを±iω1, . . . ,±iωsと記す．固有振動数 ωjが
order lまたはそれ以下のどんな共鳴関係をも満たさないと仮定する．すなわち、lをある自然
数として、0 <

∑s
j=1 |kj| ≤ lを満たす整数成分のベクトル k = k1, . . . , ksすべてに対して

s∑
j=1

kjωj �= 0.

] よく知られているとおり (たとえば [27]参照)、この場合、特異点の近傍で正準変換を行なっ
て新しい変数 q, pがこの点でゼロになり、この座標系で系のハミルトン関数が次の形になるよ
うにできる．

(2.1) H = H0(I) +H(l+1)(p, q).

ここでH0は I = I1, . . . , Isに関する多項式であって、次数は l/2の正数部分 [l/2]より高くな
く、Ij = (p2

j + q2
j )/2であり、原点のまわりのH(l+1)の pおよび qに関するテイラー級数は l+1

階未満の項を含まない．
(2.1)の形をしたハミルトン関数を持つ系を調べる

定理. H0 = H0(I)が I = 0の近傍で急勾配であるとする．このときH0の急勾配指数 α0に
のみ依存する定数 a > 0および b > 0があって、以下の性質を満たす．

(2.2) l ≥ 2

b
+ 1 (b = b(α1, . . . , αs−1)).

とおく．p(t), q(t)は原点に十分近い初期条件 p(0), q(0)を満たす系の任意の解とする．ε =

|I(0)|(l−1)/2とおく．ただし Ij(t) = (p2
j (t) + q2

j (t))/2である．このときすべての t ∈ [0, T ] に対
して、|I(t) − I(0)| < εbである．ここで T = 1

ε
exp 1

εa である．

この定理から、解の軌跡が特異点の小さな近傍の中にとどまる時間の評価の正当正がした
がう．この評価は特異点への初期距離に指数関数的に依存する．特異点の安定性の十分条件は
H0の急勾配性と階数 lまたはそれ以下の共鳴の非存在である．ただし lとαjは (2.2)を満たす．

2.2C. 時間に周期的に依存する系の平衡位置の近傍. ハミルトン関数が tに関して周期 2πの
系の stationary特異点の近傍を考える．(保存系のハミルトン関数は周期軌跡の近傍でこの形
に帰着できる.) すべての乗数、すなわち、周期 2πの線形化系の解の基本行列の substitution

の固有値 λ±1 , . . . , λ
±
s、が絶対値 1を持つと仮定する．これらが共鳴関係

(2.3) λk11 . . . λks
1 = 1
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で階数 lおよびそれ以下のもの、つまりすべての k = k1, . . . , ksに対して 0 <
∑ |kj| ≤ lなるも

のを決して満たさないとする．このとき特異点の近傍で系のハミルトン関数は tに関して 2π

周期の正準変換により (2.1)の形に帰着できる．ただしH(l+1)が tに関し周期 2πであること、
つまり、H(l+1)(p, q, t+ 2π) ≡ H(l+1)(p, q, t)であることが異なる．
この型のハミルトン関数を持つ系に対する我々の主定理は、H0に急勾配条件の代わりにP

急勾配条件を課すという点だけが定理 2.2Bと異なる．

2.2D. 正準写像の不動点の近傍. 写像Aの線形化の固有値λ±1 , . . . , λ
±
s が不動点においてすべて

絶対値 1を持つと仮定する．これらは階数 lおよびそれ以下の共鳴関係(2.3)のどれも満たさな
いとする．このとき不動点の近傍に、この点でゼロになる座標 p, qを構成し、写像A(p = q = 0

のまわりのテイラー級数の階数 lの項の不定性を除いて)が次の形を持つようにできる．

(I, ϕ) �→ (I, ϕ+
∂S0

∂I
).

ここで I = I1, . . . , Is, ϕ = ϕ1, . . . , ϕsであり、Ijとϕjは pj =
√

2Ij sinϕj, qj −
√

2Ij cosϕjで定
義され、S0(I)は I1, . . . , Isの次数 [l/2]以下の多項式である．
この型の写像を調べる．

定理. S0は原点のある近傍でP 急勾配であるとする．このとき S0 の P 急勾配指数のみに
依存する定数 a > 0および b > 0で以下の性質を持つものがある．l ≥ b

2
+ 1とする．このと

き不動点 p = q = 0のある近傍のすべての点 p(0), q(0)に対して、I(m) − I(0)| < εbがすべての
m ∈ [0, T ]に対して成り立つ．ここで T = 1

ε exp 1
εa
．ここで I(m)は [(p

(m)
j )2 + (q

(m)
j )2]/2を表

わす．ただし p(m), q(m) = A(m)(p(0), q(0)および ε = |I(0)|(l−1)/2である．

3節．指数関数評価の証明の主たる発想

この節では主定理 (定理 4.4)の証明のためのある種の発想と手法について議論する．簡単の
ため、パラメーターのない系、すなわち、ハミルトン関数

(3.1) H = H0(I) + εH1(I, ϕ),

を持つ系に対して議論を展開する．

3.1. 証明の解析的および幾何学的部分. 主定理の証明は２つの部分に分けられる．最初の解
析的な部分はKolmogorov およびArnoldによって開発された摂動論の方法 ([6]-[9]参照)に依
る．この部分では [8]で開発された技術を真正直に使う．最初の部分の主計算の目的はいわゆ
る「共鳴項」を消去することである．第二の部分は以下で記述する「共鳴ゾーン」と「高速ド
リフト」の幾何学の研究に基礎を置く．
主定理の証明の一般スキームは Glimmが [16]で示した証明の一般スキーム (1.8節参照)に

近いことを注意しておく．
証明の解析的な部分は 3.2節で説明する．

3.2. 概積分. この副節では作用変数 Iの空間上で系 (3.1)の解の射影 I(t)の安定性の主な理由
を説明する．H0の領域G(i ∈ G)は、異なる次元の曲面によって次のように「充満」されてい
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る．すなわち、これらの曲面を横切る I(t)の射影の平均測度は摂動 εに比べてずっと小さい．
平均測度とは初期点と最終点の距離と経過時間の比のことであって、これは十分大きいと仮定
する．
これらの面は変数 I の空間の平面である．もっと詳しく言えば、平面とGのある種の部分

領域の共通部分である．ここでも他でも、平面とは任意の次元のアフィン部分空間を指す．
Gの十分に小さなすべての部分領域 U に対して、以下の性質を持つ線形関数を見つけるこ

とができる．これらの関数を U に制限したときのレベル曲面の交わりが上で記述したような
性質を持つ曲面である．

3.2A. 概積分のレベル面の交差の記述. U をGの任意の部分領域とする．
Zsで、整数成分の s次元ベクトル k = k1, . . . , ksの格子を表わす．ν > 0を任意の数とする．

定義. ベクトル k ∈ Zsは、ある I ∈ U に対して |〈k, ω(I)〉| < νのとき、集合 U に対する ν

共鳴ベクトルと呼ばれる．ここで ω(I) = gradH0|I であり、〈k, ω〉はスカラー積

< k, ω >=
∑

i = 1skiωi,

のことである．
ベクトル k ∈ Zsの orderとは、|k| =

∑s
j=1 |kj|のことである．λ0で、ある数N より大きく

ない階数 (order)のU に対するすべての ν共鳴ベクトルの線形hullを表わす．r = dimλ0とし
て、r ≤ sとする．
このときU内に s− r個の線形独立な概積分が存在する．これらの積分のレベル曲面の交わ

りは平面 λ0を平行移動して得られる．
概積分の性質はパラメーター ε, ν,Nによって決まる．とくに、εが小さいほど、また νが大

きいほど、これらは第一積分に似てくる．

3.2B. 概積分の構成. H =
∑
k hk(I)e

ikϕはハミルトン関数のフーリエ展開であるとする．概
積分の存在は恒等変換に近い正準変数変換によってHを特別な形に帰着させることによって
証明される．この特別な形は共鳴数kを持つハーモニクスのみを含むフーリエ級数に展開され
る関数とほとんど違わない．この還元は補題 10.3で行なわれる．
この補題は「非共鳴ハーモニクスの消去」に関するものであるが、荒っぽく言えば次の通り

である．U × T s内で変数変換 I, ϕ→ J, ψでハミルトン関数が

(3.2) H = H(J, ψ) +R(J, ψ),

なる形をとるようにできる．ここで H̄のフーリエ級数の各ハーモニックの数 kは λ0に属す．

H =
∑

k∈λ0∩Zs

hk(J)eikψ,

また残余Rの効果 |gradR|はN が大きければ非常に小さい．

(3.3) |gradR| < εe−N
1−κ

;

ここで κ > 0は任意に小さくとれる．変数変換のもとでの座標の変形 |(J, ψ)− (I, ϕ)|は ε, νお
よびN のべきの積によって上から限られる．
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概積分の存在を証明するには、ハミルトン方程式の帰結である単純な次の事実を使うことが
残っている．H =

∑
hk(J)eikψの形の任意のハミルトン関数を持つ系を考える．このとき、こ

の系のすべての解に対してハーモニックhk(J)eikψで定義されるベクトルJ は kの方向に増大
する．
したがってこの命題からハミルトン関数 H̄を持つ系の解の射影J(t)がちょうど λ0を平行移

動して得られる平面上にあることが出る．だからハミルトン関数 (3.2)を持つ系の解 J(t), ψ(t)

に対して、λ0に垂直な J̇(t)の成分の長さは |gradR| より大きくない．Nを十分大きくとれば、
(3.3)により、|gradR| は εよりはるかに小さい．変数 Iおよびϕに戻ろう．座標の変形が十分
小さいように ε, νおよびN を選べば、上で記述した概積分が得られる．

3.2C. 注意 (ドリフトと振動). ハミルトン関数を (3.2)の形に還元することの幾何学的な意味
は以下の通りである．I(t), ϕ(t)を系 (3.1)の任意の解でその軌跡がU × T sにあるものとする．
このとき I(t)の運動を 2つの運動に分離する．ひとつは点 J(t) = J(I(t), ϕ(t))の運動であり、
もうひとつは座標の変換によって消去した運動である．第二の運動は微小振幅の振動である．
これは系の安定正にとって本質的でない．一方 J(t)の運動は I(t)の運動より単純であり．λ0

方向の J(t)の速さは非常に小さいからである．
J(t)の運動は I(t)の平均運動または「ドリフト」と呼べる．ここで λ0から平行移動で得ら

れる平面 λを横切るドリフトは非常に遅く、これらに沿うドリフトの速さは ε程度である．こ
のため平面 λを「高速ドリフト面」と呼ぶ．

3.2D. 注意. 多数回の、しかし有限回 (∼ N)の変数変換によって新しい変数 j, ψを I, ϕで表
わした．これらはコルモゴロフとアーノルドが可測なほど大きな不変トーラスの存在を証明す
る (1.2節参照)のに使ったものに似ている．かれらはこれらの変数変換の無限列を考えたこと
を指摘しておく．
さて主定理の証明の第二の幾何学的な部分を説明しよう．

3.3. トラップ. 線形独立な概積分数も作用変数の空間でのそれらのレベル曲面の位置も問題
となっているGの部分領域に依存する．とくに部分領域があって、そこでは線形独立な s個
の概積分の完全な組を見分けることができる．これらの部分領域では平面 λは点に縮退する．
ゆえにそこでの解 I(t), ϕ(t)の射影 I(t)のドリフトの速さは十分大きなNに対しては実質的に
ゼロである．
概積分の数が sより少ない場所では点 I(t)は ε程度の速さで (つまり相対的に大きな速さで)

ゼロでない次元の面 λに沿ってドリフトしうる．しかしこの場合も, H0が急勾配であれば, 与
えられた部分領域およびそれに隣接する部分領域での概積分は点 I(t)を直径 εの小さな集合
に閉じ込める. 点 I(t)は速度 εで走る小さなサイズのわな内にある (?).

わなを構成するのに次の概念が必要である．

3.3A. 共鳴面の定義. k ∈ Zsを任意の非ゼロベクトルとする．点集合 I ∈ Gで 〈k, ω(I)〉 = 0

なるものを kによって定義される 1重共鳴面と呼ぶ．k1, . . . , krを zsからとった r個の線形独
立ベクトルとする．I ∈ Gの集合ですべての j = 1, . . . , rに対して 〈kj, ω(I)〉 = 0なるものを
k1, . . . , krによって定義される r重共鳴面と呼ぶ．
k − 1, . . . , krによって定義される曲面は r個の 1重共鳴面R(kj)(j = 1, . . . , r)の交わりと同

一である．ここでR(kj)は kjによって定義されている．
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あるN > 1を固定して、次数が n以下のベクトルによって定義される共鳴面のみを考えよ
う．共鳴点の集合、つまりこれらの曲面すべての交わり、の構造を可視化するのは有効である
(図 1)．この集合の構造は共鳴周波数の集合

{ω ∈ Rs|k ∈ Zsが存在して 0 < |k| ≤ N および < k, ω >= 0}.
の構造によって決まることに注意する．

3.3B. 共鳴ゾーンとブロック. 共鳴曲面にはその近傍に対してほど興味はない．後者を共鳴
ゾーンと呼ぼう．主定理の証明においてゾーンは特別な形の曲面Rの近傍であり、それはゾー
ンの共鳴幅と呼ばれるあるパラメーターνで特徴づけられる．ν → 0のときゾンーはRに収
縮する．
ゾーンに加えて、各共鳴曲面Rにブロックと呼ばれる集合を付随させる．これはRの共鳴

ゾーンとRを含まぬすべての曲面R′ R′ �⊃ Rの共鳴ゾーンの和との差である (図 1)．

Fig. 1.

ゾーンおよびブロックの多重度とは、対応する曲面Rの多重度のことであり、ゾーンやブ
ロックを定義するベクトルとはこの曲面を定義するベクトルのことである．
G内の共鳴ゾーンすべての補集合を0重共鳴または非共鳴ブロックと呼ぶ．この定義ベク

トルはゼロベクトルであるとする．
どのベクトル k ∈ Zsがこれらのブロックやゾーンに対する共鳴ベクトルなのかを議論する
曲面上でもゾーン上でも、厳密な共鳴関係 〈k, ω(I)〉 = 0はたいへん異なる kに対して成り

立つ．これと対照的に、十分小さな ν > 0に対して、ブロックに対する ν共鳴ベクトルはこの
ブロックを定義するベクトルの線形hull λ0に属する．ゆえに 3.3節の議論をブロックに適用
でき、ブロック内で、λ0 から平行移動で得られる平面 λを横切っての I(t)のドリフトの速さ
が十分大きなN に対しては実質的にゼロであることがわかる．

3.3C. 高速ドリフトの有界性. 各共鳴曲面にブロックを付随させ、このようなブロックすべて
の集合およびそれに非共鳴ブロックをつけ加えたものを考える．ブロックをとり、ブロックの
任意の集合を構成するときに関係したすべての1重ゾーンが同じ共鳴幅を持つようにする．こ
の場合、集合のブロックはG全体を覆う．
I(t)が各ブロック内で平面 λに沿ってのみ動けることを仮定する．ブロックは対応するゾー

ンの一部である．H0の急勾配条件は I(t)が平面 λに沿っての任意の方向への変位によって共
鳴ゾーンから出ていくのを保証することがわかる (Fig.2)．

Fig.2

ブロックの集合を構成するときに使ったゾーンの共鳴幅を選んで、点が対応するブロックの
近くで各ゾーンを出ていくなら、それがこのゾーンより多重度の低いブロックに移っていくよ

19



うにできる．この理由により、I(t)が初期値 I(0)から動くにつれて、それは次々と多重度の
低いブロックに移り、最後に非共鳴ブロックにたどり着く．非共鳴ブロックでは平面 λは点に
縮退している．仮定により、このブロック内での速さはゼロであり、だから I(t)が I(0)から
さらに遠ざかることはできない．点 I(t)は共鳴ゾーンと平面 λの交わりから構成されるわな
に閉じこめられる (Fig.3)．

3.3D. 高速ドリフト面と共鳴帯の交差．急勾配条件の役割. こんどは、点が平面 λに沿っての
移動によって共鳴帯から抜け出せることを急勾配条件がどのように保証するかを説明する．
まず平面 λと共鳴面の交わりを考察する．Rを任意の共鳴曲面とし、λをRに対応するブ

ロック内の任意の高速ドリフト面とし、k1, . . . , krはRを定義するベクトルとする．平面 λは
これらのベクトルの線形hullから平行移動で得られ、Rはω(I) = gradH0|Iがそれらに垂直で
あるような点集合である．ゆえに gradH0|Iが λに垂直であるのは I ∈ Rのときおよびそのと
きのみである．ところが gradH0の λへの射影はすべての I ∈ λに対して grad(H0|λ)I である．
ゆえに I ∈ R ∩ λの必要十分条件 grad(H0|λ)I = 0である．
じつのところ、ある面でこの主張を強くできる．|grad(H0|λ)I |が大きいほど I からRへの

距離は大きい．勾配の長さの下からの評価が級数的性格をしていることから (急勾配関数に対
して正しい)、λと共鳴ゾーンの交わりの直径の上からの評価が必要とされる．これはこのゾー
ンの共鳴幅に依存する．

3.3E. 注意. Rと λの交わりが点毎でなければ、悲惨な結果をもたらす．適当な摂動 εH1に対
して、R∩ λ内にあるすべての滑らかな曲線 γは「超伝導運河」となり、それに沿って I(t)が
εの速さで動く．これらの運河は 1.16節で記述した．そこでは別の条件で特徴づけれられた．
すなわち、γは有理面 λ上にあり、すべての I ∈ γに対して grad(H0|λ)I = 0であった．3.3D

節の始めの議論により、この条件は実際 γ ⊂ R ∩ λと同値である．
3.3F. 注意. 高速ドリフトのすべての平面λはR ∩ λの各点においてH0のレベル面に接し、
それ以外はどこでも接しない．

3.4. 指数関数評価の導出. ここでは指数関数的評価が導けるような関係をどのように得るか
を説明する．
共鳴帯と平面λの交わり (3.3C節であらっぽく記述した)から本当にトラップが構成できるか

確かめるために、これらのゾーンの共鳴幅を十分に小さくとる必要がある．1重ゾーンは最小
の幅を持つので、1/Nのある正のべきより大きくとらなければ十分である．それを ν0 = ν0(N)

と表わす．(ν0やこの副節で考えるほかの関数の正確な定義は別のところで行なう.) 主定理の
証明で使うすべての記号は、εの代わりにMを使うことを除いてここのものと同じである．多
だしMはやや違った意味で用いる．幅の評価の級数的性格は急勾配条件の評価からしたがう．
構成の際に 1重ゾーンの共鳴幅 ν0(N)は可能な限り大きくとる．
ブロック内の運動は平面 λに沿ってのみ起こると仮定してきた．事実はそうでなく、上で行

なったトラップの構成において平面 λをその近傍で置き換える必要があった．これらの近傍
の厚さが 1/N のべきとしてある b1 = b1(N)より大きくなければ、われわれの構成法へのこの
修正はなんら基本的な違いをもたらさず、前と同様 1/N とともに小さな直径のトラップを与
える．
各ブロック内で I(t)が平面 λの b1近傍を動くという主張を正当化するために、非共鳴ハー
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モニクスの消去に関する補題 (3.2B節参照)を使うだけでよい．このためには次の 3つの条件
が成り立てば十分である．まず消去に関する補題はすべてのブロックに適用可能である．この
ためにはブロックを構成するときのゾーンの最小の共鳴幅 ν0より補題の νを大きくとらなけ
れば十分である．．第二に、変形 |(I, ϕ) − (J, ϕ)|が b1/2を超えない．これは I(t)が λの b1/2

近傍を「振動」で出ないようにするために必要である．第三に I(t)はこの近傍をドリフトに
よって出ない．このためにはこの点の運動時間 T を制限する必要がある．

3.2Bで注意したように、座標の変形は上からの評価がε, ν およびN の級数積の形をしてお
り、それを b = b(ε, ν,N)と表わす．また平面 λを横切るドリフトの速さは ε exp(−N1−κ)を超
えない．ここで κ > 0は任意に小さい．ゆえにこれら 3つの条件が成り立つためには

ν ≤ ν0(N),

b(ε, ν,N) ≤ 1
2
b1(N),

T · ε exp(−N1−κ) ≤ 1
2
b1(N).

であれば十分である．
これらの不等式を満たす T の値は系の安定性時間の評価である．問題は T の値として可能

なもっとも大きな値を得ることである．三番目の不等式より、このためにはN ができるだけ
大きくする必要がある．ν0(N), b(ε, ν, n)および b1(N)の具体的な値を二番目の不等式に代入
すればわかるように、これらの不等式を等式にして、νとN を εで表わせば、N の最大値が
得られる．これらの等式は級数的な性格をしているから、ν とN はそれぞれ εと 1/ε の正級
数である．
三番目の不等式より、T = 1

ε expN1−2κととれる．N = N(ε)は 1/εの級数であるから、安
定性時間 T の指数関数的評価

T =
1

ε
exp

1

εa
.

を得る．
主定理は 4節で定式化し、5-9節で証明する．証明は非共鳴ハーモニクスの消去に関する補

題と 10節のある種の技術的補題を基にする．

４ 節．急勾配条件．主定理の詳細陳述

4.1. 急勾配条件. Esはベクトル I1, . . . , Isのユークリド空間で、ノルム |I| =
√

(
∑s
j=1 I

2
j )を

持つものとし、Λr(I)は点 I ∈ Esを通る r次元アフィン部分空間 (平面)λの集合を表わすとす
る．つまり I ∈ λである．
H0は領域 (domain)G ⊂ Esで定義された任意の関数であるとする (ここおよび以下では領

域 (domain)は開集合である)．I ∈ Gおよび λ ∈ Λr(I)を任意とする．mI,λ(η)で、Gと λ上の
半径 η中心 Iの球との交わり上の grad(H0|λ)の長さの下限を表わす．

mI,λ(η) = inf
{I′∈λ∩G:|I′−I|=η}

|grad(H0)|λ|,

ここでH0|λは λへのH0の制限である．
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4.1A. 定義. H0 が平面 λ ∈ Λr(I)上の点 I ∈ Gで急勾配であると言われるのは、C > 0、
δ > 0、および α ≥ 1を見つけることができて、mI,λ(η)が [0, δ)上で定義され、

sup
0≤η≤ξ

mI,λ(η) > Cξα

がすべての ξ ∈ (0, δ)で成り立つときである．Cと δを係数と呼び、αを勾配指数と呼ぶ．

4.1B. 定義. 以下の 2つの条件が成り立つときH0は点 I において急勾配であるという．まず
g ≥ 0として gradH0|I ≥ g．次に、変数の数 sが 1より大きければ、すべての r = 1, . . . , s− 1

に対して、定数Cr > 0、δr > 0、および αr ≥ 1が存在して、H0はCrおよび δrを急勾配係数
とし αrを急勾配指数として gradH0|I に直角にすべての面 λ ∈ Λr(I)上で急勾配である．
数 g, C1, . . . , Cs−1および δ1, . . . , δs−1を I におけるH0の係数と呼び、α1, . . . , αs−1を勾配

指数と呼ぶ．

4.1C. 定義. H0が係数 g, C1, . . . , Cs−1, δ1, . . . , δs−1および指数α1, . . . , αs−1を持ってG内で急
勾配と言われるのは、H0がこれらの係数と指数を持ってすべての点 I ∈ Gで急勾配のときで
ある．
主定理を定式化するためにαs−1を除くすべての急勾配指数の関数 ζで、s > 2に対して次の

条件を満たすものが必要である．

(4.1) ζ = [α1(α2 · · · (αs−3(αs−2 · s+ s− 2) + · · ·+ 2) + 1] − 1

s = 2なら ζ = 1とおく．

4.2. 記法. Xを距離空間の部分集合とする．X + εでXの ε近傍を表わし、X − εでXに ε

近傍も含めて含まれる点集合を表わす．
(aij)を s次の複素正方行列とする．||(aij)||で、行列が (aij)の形をしているエルミート空間

Cs内の線形作用素のノルムを表わす．すなわち、

‖ (αij) ‖= max|I|=1

√∑s
i=1 |

∑s
j=1 aijIj|2, where |I| =

√∑s
i=1 |Ii|2.

4.3. 関数Hの記述. Hで
H = H0(I) +H1(i, p, ϕ, q)

なる形の関数を表わす．ただし、これは ϕ1, . . . , ϕs = ϕの 2π周期の関数であり、I は s次元
ベクトル、pと qは (n− s)次元ベクトルである．n ≥ s ≥ 2と仮定し、また条件 4.3Aおよび
4.3Bが成り立つと仮定する．

4.3A. Hは複素集合 F

F = {I, p, ϕ, q : Rep, q ∈ D, |ImI, p, ϕ, q| ≤ ρ},
の上で定義され、解析的である．ここでGおよびDはそれぞれEsおよびE2(n−s)の任意の領
域であり、ρ > 0である．ここでも、また以下でも、|ImI, p, ϕ, q| ≤ ρは

|ImIi| ≤ ρ, |Imϕi| ≤ ρ (i = 1, . . . , s),

|Impj| ≤ ρ, |Imqj| ≤ ρ (j = 1, . . . , n− s),

22



を意味する．このノルムおよび整数ベクトル k(主定理の証明の際に以下で導入される)のノル
ムを除いて、有限次元のその他のノルムはすべてユークリッドまたはエルミートノルムである．
引数が実数のときHは実数値関数である．

4.3B. H0のヘシアンは F 上で一様に限られている．すなわち、

(4.2) m = sup
F

‖ ∂
2H0(I)

∂I2
‖,

ならば、m <∞である．ここで、∂2H0

∂I2 = (frac∂2H0∂Ii∂Ij)はH0の 2階微分の行列である．

4.3C. ハミルトン関数Hを持つ正準方程式系とは、次の系のことである．
{
İ = −Hq, ṗ = −Hq,

ϕ̇ = HI , q̇ = Hp.

4.4. 主定理. H = H0(I) + H1(I, p, ϕ, q)は集合 F の上で定義されているとする．ただしH

と F は 4.3A節のものである．H はG内で急勾配であり、係数 g, Crおよび δrと指数 αr(r =

1, . . . , s− 1)を持つとする．このとき ρ以外のH1の性質に依らない正定数M0 = M0(H0, ρ)が
あって、次の性質を持つ．

M = sup
F

|gradH1|, (4.3)

とおき、0 < M < M0とする．I(t), p(t), ϕ(t), q(t)はハミルトン関数Hの正準方程式系の任意
の (実)解であって、C > 0を任意として

I(0) ∈ G− d and p(t), q(t) ∈ D − d for all t ∈ [0, C],

であるとする．このとき、

|I(t) − I(0)| < d/2 for all t ∈ [0,min[C, T ]].

ここで、

(4.4) d = M b, b = 3
(12ζ + 3s+ 14)αs−1

, 　

(4.5) T = 1
M exp( 1

M )α, a = 2
12ζ + 3s+ 14)

,

および ζ = ζ(α1, . . . , αs−2)は (4.1)で定義される．

4.5. 注意. 4.5A. 定理の主張は、M として supF |gradH1|の代わりに supF |H1|をとっても
((4.3)参照)まったく変わらない．

4.5B. M0は急勾配係数および指数g, C1, . . . , Cs−1, δ1, . . . , δs−1, α1, . . . , αs−1およびmと ρにの
み依存する．
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主定理の証明を形成する主張の一部 (命題 8.6と 9.2)は上で記述した系に関して正しいば
かりでなく、たとえば線形化した系の固有値が純虚数であるような特異点の近傍におけるハ
ミルトン系のような系を含むもっと広い類の系に対しても正しい (2.2B節参照)．これらを
周波数を持つ系と呼ぶ．これらは以下で定義する．

５ 節．禁止運動

5.1. 振動系の禁止運動. Zsは整数成分の s次元ベクトルの格子とする．

5.1A. 定義. ベクトル k = k1, . . . , ks ∈ Zsの階数 (order)とは、|k| =
∑s
i=1 |ki|のことである．

5.1B. 定義. ω : Y → Csは任意の集合 Y から複素ベクトル空間への写像であるとする．この
とき k ∈ Zsが ωに相対的な Y の ν共鳴ベクトルと呼ばれるのは、y ∈ Y があって |〈k, ω(y)〉|
のときである．ただし、〈k, ω〉 =

∑s
i=1 kiωiは kと ωのスカラー積、νは数である．

Xは実多様体 V 上のベクトル場、J : V → Gは写像であるとする．ここでGはEsの部分
集合であって、作用変数空間と呼ばれる．ω : G→ Rsを写像とする．ただし、Rsは s次元線
形空間であって、周波数空間と呼ばれる．

5.1C. 定義. 組 (X,J , ω)を周波数系と呼ぶ．

5.1D. 定義. 以下の条件が成り立つとき、(X,J , ω)はパラメーターN, ν, bおよび T の禁止運
動の条件を満たす、という．
U をG− 2bの任意の部分集合とする．λ0は |k| ≤ N を満たす U に対する (ωに相対的な)ν

共鳴ベクトル kのすべての線形 hullを表わすとする．v(t)はベクトル場Xで定義される微分
方程式系 v̇ = X(v)の任意の解であって、次を満たすものとする．

J (v(t)) ∈ U and v(t) ∈ V − 2b for all t ∈ [0, C],

ここで c > 0は任意である．このとき

ρ(J (v(t)), λ) < b for all t ∈ [0,min[C, T ]],

である．ここで λはE内のアフィン空間であって、λ0から平行移動で得られ、点J (v(0))を
含む．また ρ(J (v(t)), λ)はJ (v(t))から λまでの距離である．

5.2. 禁止運動のための条件はハミルトン関数H を有する系にもあてはまる. H = H0(I) +

H1(I, p, ϕ, q)は複素集合 F の上で解析的であるとする．ここでHと F は 4.3節と同じもので
ある．

F = {ReI ∈ G,Rep, q ∈ D, |ImI, p, ϕ, q| ≤ ρ}
であることを思いだそう．ここでGとDは領域 (開集合)である．
V で次の集合

(5.1) V = {I ∈ G, p, q ∈ D,ϕ ∈ T s}
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を表わし、X でH によって定義されるベクトル場を表わす．J : V → Gは J (I, p, ϕ, q) = I

なる写像、ω : G→ Rsは ω(I) = ∂H0
∂I
なる写像とする．

5.2A. 定義. このように定義された周波数系 (X,J , ω)はハミルトン関数H = H0 + H1を持
つ系から得られたと言われる．
次の命題は非共鳴ハーモニクスの消去に関する補題 10.3の帰結である．

5.2B. 命題. ハミルトン関数Hを持つ系から構成される周波数系 (X, I, ω)を考える．mとM

は (4.2)および (4.3)と同じであるとする．N, ν, bおよび T は正数であって、(10.1)-(10.4)が成
り立つような κ ∈ (0, 1)を見つけることができる (これらの関係はやっかいな形をしているが、
これらは補題 10.3の条件が成り立つことを保証するのに必要なだけなので、それを書き下す
のはやめておく)．また、以下を仮定する

(5.2) 4mbN ≤ ν,

(5.3) 2b < ρ,

(5.4) T ≤ ρ

16πs
b

1

M
exp(ρN1−κ),

N, ν, b, T, κ,M,m, ρ, nおよびsのみがこれらの等式および不等式に入っている．このとき (X, I, ω)

はパラメーターN, ν, bおよび T を持つ禁止運動に対する条件を満たす．

5.3. 命題 5.2Bの証明. U ∈ G− 2bとし、ΔF は閉集合

Δ = {I, p, ϕ, q : ReI ∈ U + b,Rep, q ∈ D − b, |ImI, p, q| ≤ b, |Imϕ| ≤ ρ}
であるとする (横棒は閉包を表わす)．したがって (5.3)よりΔF ⊂ F である．
AI で集合

AI = {I : I ∈ U + b, |ImI| ≤ b}
を表わす．U は、5.1D節で定義した λ0を用いて dimλ0 < sであるとする．

5.3A. 主張. AI に対するすべての (ν/2)共鳴ベクトル k ∈ Zsで |k| ≤ N なるものは λ0に属
する．
実際、このような kに対して、|〈k, ω(I)〉| < ν/2なる I ∈ AI を見つけることができる．AI

の定義より、I ′ ∈ Uを見つけて、Iと I ′を結ぶ線分がAIに含まれ、その長さが 2bより小さく
なるようにできる．このような点 I ′に対して

|〈k, ω(I ′)〉| ≤ |〈k, ω(I)〉|+m|k||I − I ′| < ν

2
+ 2mbN.

を得る．これと (5.2)より |〈k, ω(I ′)〉| < νがわかる．λ0の定義より、k ∈ λ0が従い、だから主
張は証明された．
さて (非共鳴ハーモニクスの消去に関する)補題 10.3で λ0を λの代わりに使ってΔF に制限

したHに適用しよう．この補題と (5.3)より、実集合

(5.5) {I, p, ϕ, q : I ∈ U, p, q ∈ D − 2b, ϕ ∈ T s}
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上で解析的な正準変換 I, p, ϕ, q → J, P, ψ,Qを行い、この集合上で

(5.6) |J(I, p, ϕ, q)− I| < b

15
.

とできる．．．変数 J, P, ψ,Qでは、ハミルトン関数はH = H̄ + Rの形をしており、H̄ の展開
は kが λ0 ∩ Zsに属するハーモニクスのみを含む:

(5.7) H =
∑

k∈λ0∩Zs

hk(J, P,Q)eihψ,

および

(5.8) |gradR| < 8πs
1

ρ
M exp(−ρN1−κ).

ここで次の補題が必要である．

5.3B. 補題 (ハーモニックの貢献について). H =
∑
hk(J, P,Q)eikψを任意のハミルトン関数

とし、J(t), P (t), ψ(t), Q(t)をこのハミルトン関数を持つ系の任意の解とする．このときハー
モニック hk(J, P,Q)eikψで定義されるベクトル J の増大する方向は kの方向である．

この補題はハミルトン方程式

J̇j = − ∂
∂ψj

(hk(J, P,Q)eikψ + · · ·) =

= kj(
ihk(J, P, q)e

ikψ) + · · · (j = 1, . . . , s).

を基にする計算によって証明される．

5.3C. 命題 5.2Bの証明の完結. v(t) = I(t), p(t), ϕ(t), q(t)はハミルトン関数Hの系の任意の
解で、すべての t ∈ [0, C]に対して I(t) ∈ Uおよび v(t) ∈ V −2bなるものとする．ここでC > 0

であり、集合V は (5.1)で定義されたものである．簡単にわかるように、t ∈ [0, C]に対するこの
解の軌跡は集合 (5.5)に属する．同じ解をJ, P, ψ,Q座標で表わしたものをJ(t), P (t), ψ(t), Q(t)

と書く．
(5.7)、(5.8)および補題 5.3Bより、J̇(t)の λ0に垂直な成分の長さは、すべての t ∈ (0, C]に

対してwより小さい．ここでwは (5.8)の右辺を表わす．λ′はEsの平面であって λ0の平行移
動で得られ J(0)を含むとする．このとき J(t)から λ′への距離 ρ(J(t), λ′)は t ∈ (0, C]の間、
twより小さい．(5.4)より、t ∈ [0,min[C, T ]]に対して ρ(J(t), λ′) < b/2である．(5.6)および
λ′||λという事実から、これらすべての T に対して

ρ(I(t), λ) ≤ ρ(I(t), J(t)) + ρ(J(t), λ′) + ρ(λ′, λ) <
b

15
+
b

2
+

b

15
< b

を得る．これが示すべきことであった．

６ 節．共鳴．共鳴帯とブロック
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こうして I(t)のふるまいは、この点のある近傍でどんなまたどのようにベクトル k, |k| ≤ N

が共鳴ベクトルであるかに強く依存する．この文脈では、次の概念が有用である．N > 0を
任意の数とする．

6.1. 定義. k1, . . . , krはZsの任意の線形独立ベクトルであってorderはNより大きくない、す
なわち |ki| ≤ N、とする．ZNで k1, . . . , krの線形hullに属する k ∈ Zsすべての集合で |k| ≤ N

なるものを表わす．ZN を多重度 r、階数N の共鳴と呼ぶ．ki(i = 1, . . . , r)を ZN の定義ベク
トルと呼ぶ．ゼロベクトルのみから成る集合 {0}は 0重共鳴と呼ばれる．これの定義ベクトル
は k = 0であるとする．
すべてのN ≥ 1に対してただひとつの s重共鳴があることに注意する．(N = 0なら 0重共

鳴のみがある．)

s次元ベクトル空間Rs(周波数空間)を考える．w ∈ Rsとする．

6.2. 定義. ZN を任意の r重共鳴とする．ただし r �= 0とする．ν > 0は任意であるとする．
O(ZN , ν)で次の集合を表わす．

O(Zn, ν) = {w ∈ Rs : r個のベクトル f i ∈ ZNがあって
|〈ki, ω〉|, ν(i = 1, . . . , r)}

これを、ZN の幅 νの影響ゾーンあるいは単にZN 共鳴ゾーンと呼ぶ．O(ZN , ν)の重複度と
はZN の重複度 rのことである．すべての ν > 0に対して重複度 0のゾーンはRs全体である．
N > 0を固定し、Bですべての r重共鳴を表わし、BN ですべての共鳴の集合を表わす．

BN = ∪sr=0BrN .
N と ν1, . . . , νsを任意の正数とする．Orは幅 νrのあうべての r重共鳴ゾーンの和を表わす

とする．

(6.1) Or = ∪ZN∈Br
N
O(ZN , νr).

BN からRsの部分集合への写像で、各共鳴 ZN ∈ BN に部分集合B = V (ZN)を同伴させる
ものを考える．

(6.2)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
B = O(ZN , νrr) if r = s,

B = O(ZN , νrr)\Or+1 if r = 1, 2, . . . , s− 1,

B = Rs\01 if r = 0,

ここで rは ZN の重複度である．

6.3. 定義. この写像はRsをパラメーターN, ν1, . . . , νsのブロックに分割すると言われる．集
合B(ZN)はこの分割のZN に対応するブロックと呼ばれる．

(荒っぽく言えば、ブロックB(ZN)は ZN の影響ゾーンとZN に含まれない共鳴の影響ゾー
ンの和の差である．)

6.4. 命題. 任意の正数N, ν1, . . . , νsに対して、パラメーターN, ν1, . . . , νsを持つ分割内の多重
度 r未満のブロックすべての和はRs\ ∩si=1 Oiである．すべての多重度のブロックの和はRs

である．
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証明. (6.2)および (6.1)より、Or\Or+1, r = 1, . . . , s− 1として、集合

∪ZN∈Br
N
B(ZN)

が r = sに対してOrと一致する．したがって

∪r−1
i=0 ∪ZN∈Bi

N
B(ZN) = [∪r−1

i=1 (Oi\Oi+1] ∪ (Rs\O1) = Rs\ ∩ri=1 Oi.

これで命題 6.4が証明された．

6.5. 影響ゾーン、および任意の集合の上でのブロックへの分割. ω : G→ Rsは任意の集合G

から周波数空間Rsの中への写像とする．Gと ωを固定する．
ZN を任意の共鳴とし、N, νおよび ν1, . . . , νsを任意の正数とする．B(ZN)はパラメーター

N, ν1, . . . , νsを持つRsの分割のブロックであるとする．

6.5A 定義. O(ZN , ν)の逆像 ω−1(O(ZN , ν))を (ωに相対的に)集合G上の ZN の幅 ν の影響
ゾーンと呼ぶ．ZN ∈ BN をGの部分集合 ω−1(B(ZN))に同伴させる写像は (ωに相対的に)G

のブロックへの分割でパラメーターN, ν1, . . . , νsをもつものと呼ばれ、ω−1(B(ZN))は ZN に
対応するG内のブロックと呼ばれる．このブロックの多重度とはZN の多重度のことである．
以下では簡単のため、集合 ω−1(O(ZN , ν))および ω−1(B(ZN))をO(ZN , ν)およびB(ZN)と

表わす．対応する集合を周波数空間では今後使わないから混乱は起こらないはずである．
次の主張は命題 6.4からしたがう．

6.5B. 系. 任意の正のパラメーターN, ν1, . . . , νsを持つ、集合Gのブロックへの分割を考え
る．このとき多重度が r未満のブロックすべての和はG\ ∩ri=1 Oiである．ここでOiは幅 νiの
G上の i重共鳴帯すべての和である．ブロックすべての和をとるとGに一致する．

7 節．無摂動ハミルトン関数の勾配への高速ドリフト円盤の直径の依存性

ZN を任意の共鳴とし、I を Es の点とする．λ(ZN , I)は Es の affine部分空間でベクトル
ki ∈ ZN の線形 hullを平行移動して得たもので、Iを含むものとする．

7.1. 定義. λ(ZN , I)を Iを通る ZN に対する高速ドリフト面と呼ぶ. dimλ(ZN , I) = r(ZN)で
あることに注意しよう．後者は ZN の重複度である．ω : G→ Rsをある領域G ⊂ EsからRs

の中への写像とする．
ZN �= 0を任意の共鳴とし、νとbを任意の正数とし、I ∈ Gとする．6.5A節で定義された (ωに

相対的な)G上の共鳴帯O(ZN, ν)と平面λ(ZN , I)の b近傍との交わりO(ZM , ν)∩(λ(ZN , I)+b)

を考える．

7.2. 定義. D = D(ZN , ν, b, I)で I を服務この個交わりの連結成分を表わし、これを共鳴 ZN
および点 Iに対し、ωに相対的なG上の高速ドリフト円盤、あるいは単に円盤と呼ぶ．νを円
盤の共鳴の幅と呼び、bを円盤の厚さと呼ぶ．
O(ZN , ν)の境界に含まれる円盤の境界の一部を円盤の lateral surfaceと呼び、λ(ZN , I)の b

近傍の境界に含まれる部分を円盤の基礎 (base)と呼ぶ．
H0をある領域G ⊂ Es内で定義される任意の 2回微分可能関数とし、m > 0を任意とする．
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7.3. 定義. H0は以下の 2つの条件を満たすとき、係数 g,m,C1, . . . , Cs−1, δ1, . . . , δs−1および
指数 α1, . . . , αs−1を持ち、G内で一般急勾配であると言われる．

A. H0は勾配係数 g, C1, . . . , Cs−1, δ1, . . . , δs−1および勾配指数α1, . . . , αs−1を持ち、G内で急
勾配である．

B. Gにおいて

‖ ∂
2H0

∂I2
‖≤ m,

((4.2)参照)．

7.4. 命題. H0はある領域G ⊂ Esにおいて一般化急勾配であり、係数g,m,C1, . . . , Cs−1, δ1, . . . , δs−1

および添え字 (index)α1, . . . , αs−1を持つとする．ω : G → Rsは ω(I) = gradH0|I で定義され
る写像とする．
ZN は任意の r重共鳴で、r = 1, . . . , s− 1とする．Dは厚さ b、ZN および任意の I ∈ G− 2d

に対する共鳴幅 ν(ωに相対的に)のG上の円盤とする．ただし、N, b, ν,および dは以下の条
件を満たすとする．

(7.1), d ≤ min[g/3m, δr],

(7.2), ε < g/4,

(7.3), b ≤ min[d/4, ε/4m],

(7.4) rN r−1ν ≤ ε;

ここで εは次で与えられる．

(7.5) ε =
Cr
5

(
d

2
)αr

このときDの直径は dより大きくない．
証明は技術補題 10.6および 10.5に依存する．帰謬法による．
Dの直径は dより大きいとする．Dは開線形連結集合であるから、D内の曲線 γがあって、

λ = λ(ZN , I)として、補題 10.6の性質 10.6A-10.6Cを満たす．補題 10.6の 10.6Dの正当性は
(7.1)-(7.3)から出る．この補題から次を満たす点 Ĩ ∈ γが存在することを得る．

|grad(H0|λ̃)|Ĩ > ε, (7.6)

ここで λ̃ = λ(ZN , Ĩ)は Ĩを通るZN に対する高速ドリフト面である．
一方、O(ZN , ν)の定義より、任意の I ∈ O(ZN , ν)に対して r個の線形独立なベクトル ki ∈

ZN(i = 1, . . . , r)を見つけて |〈ki, ω(I)〉| < νとできる．補題 10.5より |prλ0
| < rN r−1νがすべて

の I ∈ O(ZN , ν)に対して成り立つ．ただし λ0は ki(i = 1, . . . , r)の線形 hullであり、prλ0
ω(I)

は λ0への ω(I)の射影である．(7.4)を考慮に入れ、γ ⊂ D ⊂ O(ZN , ν)なる事実を考慮して、
すべての I ∈ γに対して

|prλ0
ω(I)| < ε (7.7)

を得る．しかし grad(H0|λ̃)|Ĩ ≡= prλ0
ω(Ĩ)であるから、(7.6)と (7.7)は互いに矛盾する．これ

で命題 7.4が証明された．
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8 節．共鳴が重ならないための条件

Iをある領域Gの任意の点とし bを正数とする．

8.1. 定義. Gと I を中心とする半径 bの球の交点は、0重共鳴ZN = {0}および I に対するG

上の円盤と呼ばれる．bはこの円盤の厚さと呼ばれる．この円盤のベースとはそれの境界全
体であり、ラテラル面を空集合とみなす (定義 7.2参照)．

8.2. 高速ドリフト円盤によるブロックのつり上げ. ω : G → Rsをある固定した写像とする．
決まったパラメーターN, ν1, . . . , νsを持つブロックへの (ωに相対的な)Gの分割を考える (定
義 6.5A参照)．6節と同様、B(ZN)は共鳴ZN に対応するこの分割のブロックとする．
ZN は任意、I は B(ZN)の任意の点、bは正数とする．r で ZN の多重度を表わし、D =

D(ZN , I, b)で厚さ bおよび共鳴幅 νr(r �= 0に対して)のZnおよび Iに対する円盤を表わす (定
義 7.2および 8.1参照)．
定義. D = D(ZN , I, b)を IにおけるブロックB(ZN)の riggingの厚さ bの円盤と呼ぶ．
ωに相対的なGの分割で、パラメーターN, ν1, . . . , νsを持ち、νs−1 = νsなるものを考える．

b > 0および ν0 > 0を任意の数とする．

8.3. 定義. 以下の 2つの条件が満たされるとき、ωはパラメーターN, ν0, ν1, . . . , νs−1, bを持
つ重ならない共鳴に対する条件を満たすと言われる．

A. s重のブロックは空である．
B. ZN を多重度 r(r = 0, 1, . . . , s − 1)の任意の共鳴とする．Dは B(ZN)の riggingの厚さ

bの任意の円盤で D̄が Gに含まれるものとする．このとき D̄は任意の Z ′
N �⊆ ZN に対して

O(Z ′
N , νr)と交わらない．

D ∩ O(Z ′
N , νr) = ∅ for all Z ′

N �∈ Zn.

8.4. 命題. 連続写像 ωがパラメーターN, ν0, ν1, . . . , νs−1, bを持つ重ならない共鳴に対する条
件を満たすとする．パラメーターN, ν0, ν1, . . . , νs−1, bを持つ ωに相対的なGの分割を考える．
このとき次の主張が成り立つ．

A. この分割内の同じ多重度のブロックは共通点を持たない．
B. Dを多重度 r = 1, . . . , s − 1の任意のブロック B(ZN)の riggingの厚さ bの任意の円盤

で D̄ ⊂ Gなるものとする．このときDのラテラル面は多重度が r以下のブロックの和に含ま
れる．

C. Dを任意のブロックB(ZN )の riggingの厚さ bの任意の円盤とし、D̄ ⊂ Gとする．この
とき D̄に対する νr 共鳴ベクトルk ∈ Zsすべての集合でその階数がNより大きくないもの (定
義 5.1Bおよび 5.1A参照)は ZN に含まれる．ここで rは ZN(r = 0, 1, . . . , s − 1)の多重度で
ある．

Aは条件 8.3Bと定義 6.5Aおよび 6.1からしたがう．
Bを証明しよう．共鳴帯は開集合であるから、帯O(ZN , νr)の境界 ∂O(ZN , νr)はそれと交わ

らない．これと条件 8.3BよりDの lateral面は Z ′
N ⊂ ZN のときのみO(Z ′

N , νr)と交わる．し
たがってこの面はG\Orに含まれる．ただしOrは系 6.5Bで定義されたものである．この系に
より多重度 r未満のブロックの和はG\Orを含むからBが証明された．
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Cの証明．ある k ∈ Zs, |k| ≤ N に対して |〈k, ω(I)〉| < νrなる I ∈ D̄を見つけることができ
るとする．k = 0なら、つねに k ∈ ZN である．k �= 0と仮定する．このとき」I ∈ O(Z ′

N , νr)

である．ただし Z ′
N は kによって定義される 1重共鳴である (定義 6.1参照)．条件 8.3Bより、

Z ′
N ⊆ ZN を得る．ゆえにこの場合要求どおり k ∈ ZN である．
いまや命題 8.4は完全に証明された．

8.5 定義. 写像 ω : G → RsがパラメーターN, ν0, ν1, . . . , νs−1, b, d0, d1, . . . , ds−1を持つ非重複
共鳴に対して拡張された条件を満たすと言われるのは、以下の 2つの条件を満たすときである．
集合G− 2(d0 + d1 + . . .+ ds−1)の内部をG′で表わし、ωのG′への制限をω′で表わす．こ

のとき、
A. ω′はパラメーターN, ν0, ν1, . . . , νs−1, bを持つ非重複共鳴に対する条件を満たす．
B. G′をパラメーターN, ν0, ν1, . . . , νs−1, bを持つ非重複共鳴ω′に相対的にブロックの分割を

考える．この分割の任意のブロックB(ZN)に対して、B(ZN)の riggingの厚さ dのすべての
円盤の直径は dr以下である．ここで rはB(ZN)の多重度である (r = 0, 1, . . . , s− 1)．

8.6. 命題. H0はG内で一般化急勾配であって、係数 g,m,C1, . . . , Cs−1, δ1, . . . , δs−1および指
数 α1, . . . , αs−1(定義 7.3参照)を持つとする．ω : G→ Rsで ω(I) = gradH0|Iで定義される写
像を表わす．このとき、すべての r = 1, . . . , s− 1に対して以下の条件を満たせば、ωはパラ
メーターN, ν0, ν1, . . . , νs−1, b, d0, d1, . . . , ds−1を持つ非重複共鳴に対して拡張された条件を満
たす．

(8.1) dr < min[
g

3m
, δr],

(8.2) εr <
g

2
,

(8.3) b < min[
dr
4
,
εr
4m

],

(8.4) b < d0,

(8.5) νs−1 ≤ g

2sN s−1
,

(8.6) νr ≤ εr
rN r−1

,

(8.7) dr−1 ≤ 1

2mN
νr,

(8.8) νr−1 ≤ νr
2
,
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ここで

(8.9) ε =
Cr
5

(
dr
2

)αr .

8.7. 命題 8.6の証明. これを証明するには、ω′が条件 8.5B、8.3Aおよび 8.3Bを満たすこと
を示せばよい．以下でこれを行なう．

8.7A.円盤の直径評価. r = 1, . . . , s−1に対して、条件8.5Bは命題7.4および不等式 (8.1)-(8.3)

および (8.6)から出る．r = 0ならこの条件は (8.4)および定義 8.1から出る．
次の補題とその系ではゾーンとブロックは集合G全体に referする．

8.7B. 補題. 命題 8.6の条件の下で、共鳴幅 2νs−1の s重ゾーンO(ZN , 2νs−1)は空である．

この補題は技術補題10.5と (8.5)から出る．補題8.7Bを帰謬法で証明する．いま問題にしてい
るゾーンが空でないとする．すると I ∈ Gおよび線形独立な s個ののベクトル ki ∈ zs, |ki| ≤ N

を見つけることができて |〈ki, ω(I)〉| < 2νs−1(s = 1, . . . , s)とできる．補題 10.5より |ω(I)| <
2sN s−1νs−1である．(8.5)より |ω(I)| < gを得る．ところがこれはG内で |ω(I)| ≥ gという命
題 8.6の条件に矛盾するから補題は証明された．

8.7C. 系. 同じ条件の下で、s重ブロックは空である．

まず定義 6.5Aより、すべての ZN および 0 < ν < ν′に対して O(ZN , ν) ⊆ O(ZN , ν
′)であ

り、第二にB(ZN ) ⊆ O(ZN , νr)である．ここでN, ν1, . . . , νsは分割のパラメーターであり、r
は ZN の多重度である．ゆえに、いまの場合

B(ZN) ⊆ O(ZN , νs−1 ⊆ O(ZN , 2νs−1 = ∅,

である．ここで ZN は s重共鳴である．

8.7D. 系. 同じ条件の下で、写像 ωは r = s− 1のとき条件 8.3Bを満たす．

証明. ZN を (s− 1)重共鳴とし、Z ′
N を Z ′

N �⊆ ZN なる共鳴とする．このとき定義 6.5Aより、

O(ZN , νs−1 ∩O(Z ′
N , νs−1) ⊆ O(Z ′′

N , 2νs−1),

である．ただし Z ′′
N は s重共鳴である．補題 8.7Bより、左辺の交わりは空であり、定義 7.2よ

り、D̄ ⊆ O(ZN , νs− 1である．ここで D̄はブロックB(ZN)の riggingの円盤の閉包である．
ゆえに要求どおり、D̄ ∩O(Z ′

N , νs− 1) = ∅である．
系 8.7Cより、ω′は条件 8.3Aを満たし、系 8.7Dより r = s− 1のとき条件 8.3Bを満たす．

8.7E. r = 0, 1, . . . , s−2に対して条件 8.3が成り立つことの証明. ZNを多重度 rの任意の共鳴
とし、DはG′の分割のブロックB(ZN)の riggingの厚さ bの円盤とする．Iを D̄の任意の点と
し、kは |k| ≤ Nおよび k �∈ ZNなるZsの任意のベクトルとする．8.7A節により、|I−I0| ≤ dr
なる I0 ∈ B(Zn)を見つけることができる．ここで rはB(ZN)の多重度である．定義 6.5Aお
よび 6.3より |〈k, ω(I0)〉| ≥ νr+1である．
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G′内でIとI0を結ぶ線分はGに含まれる．条件7.3Bと (8.7)を使って |〈k, ω(I)〉| ≥ |〈k, ω(I0)〉|−
m|k||I0 − I| ≥ νr+1 −mNdr ≥ νr+12を得る．

(8.8)よりすべての I ∈ D̄および k �∈ ZN , |k| ≤ N に対して |〈k, ω(I)〉| ≥ νrである．ゆえに
定義 6.5Aおよび 6.2より、D̄ ∩ O(Z ′

N , νr) �= ∅なら Z ′
N を定義する (定義 6.1参照)ベクトルの

系で各ベクトルが ZN に属するものを見つけることができる．ゆえに要求どおり、Z ′
N ⊆ ZN

である．
命題 8.6はこうして完全に証明された．

9 節．振動系におけるわな．主定理の証明の完結

任意の周波数系 (X,J , ω)(定義 5.1C参照)を考える．dと T を正数とする．

9.1. 定義. (X,J , ω)が時間 T の間 d安定であると言われるのは、以下の条件が成り立つとき
である．
C > 0を任意の数として、

J (v(0)) ∈ G− d and v(t) ∈ V − d/2 for all t ∈ [0, C],

を満たすこの系のすべての解 v(t)に対して

|J (v(t)) − J (v(0))| < d
2 for all t ∈ [0,min[C, T ]],

が成り立つ．ここで V は系のそう空間であり、Gは写像 ω : G→ Rsの定義域である．

9.2. 命題. 系 (X,J , ω)が以下の条件を満たすとする．
A. パラメーターN, ν, b,および T を持って禁止運動の条件を満たす (定義 5.1D参照)．
B. Gは開集合であり、ω : G→ Rsは連続で、パラメーターN, ν0, ν1, . . . , νs−1, b, d0, . . . , ds−1

を持つ重ならない共鳴に対する拡張条件を満たす．
C. 上のパラメーターは次の条件を満たす．

(9.1) N ≤ N1,

(9.2) ν ≤ min[νi, i = 0, 1, . . . , s− 1],

(9.3) b ≤ b1.

このとき (X,J , ω)は時間 T の間 d安定である．ただし、dは以下の条件を満たす任意の数
である．

(9.4) d > 4b,

(9.5) d ≥ 4(d0 + d1 + · · ·+ ds−1).
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命題 9.2の証明のいたるところで、ブロックや円盤が出て来るが、これはGの分割のブロッ
クであり、G上の円盤である．
命題 9.2の証明に、点 Iのわなという概念が必要である．これは Iの特別な形の近傍である．

9.3. わな. 写像 ωを固定し、Gのブロックへの分割でパラメーターN, ν1, . . . , νsを持つもの
を考える．
IをGの任意の点とし、Bは Iを含む任意のブロックで多重度が Iを含むブロックのうち最

も低いものとする (一般にこのようなブロックはいくつかある)．b > 0を任意に固定した数と
する．

9.3A. 定義. I におけるブロックB1の riggingの厚さ bの円盤D1は Iに対する第一ランクの
円盤と呼ばれる．D1のラテラル面のある点に対する第一ランクの円盤になっている同じ厚さ
の円盤D2は Iに対する第二ランクの円盤と呼ばれる．同様に、Iに対する第 (j − 1)ランクの
円盤のラテラル面上に位置する第一ランクの厚さ bの円盤は Iに対する第 jランクの円盤と呼
ばれる．

9.3B. 定義. I ∈ Gに対するすべてのランクのすべての円盤の和を I に対するG内のわなで
パラメーターN, ν1, . . . , νs, bを持つものと呼び、L(I)で表わす．

9.3C. 補題. 連続写像 ω : G → Rsがパラメーター N, ν0, ν1, . . . , νs−1, b, d0, . . . , ds−1を持つ重
ならない共鳴に対する拡張条件を満たすとする．d0 + d1 + . . .+ ds−1を d′で表わす．このとき
すべての I ∈ G− 4d′に対して、G内の罠 L(I)でパラメーターN, ν1, . . . , νs−1, νs = νs−1, bを
持つものの直径は 2d(−d0より大きくない．

証明. 8.5Aおよび 8.4Aより、G−2d′の任意の内点に対する第一ランクの円盤の数は1である．
D1を I ∈ G− 4d′に対する第一ランクの円盤とする．このとき rをD1の多重度として 2つの
可能性がある．すなわち r = 0および r = 1である．前者の場合、L(i) = D1である．なぜな
ら定義により多重度ゼロの円盤はラテラｌ面を持たない．ゆえに 8.5Bより

diamL(I) = diamD1 ≤ d0 ≤ 2d′ − d0.

である．
r > 0とする．8.5Aおよび 8.4Bより I に対する第二ランクのすべての円盤の多重度は r未

満である．以下の主張を j = 1, 2, . . . , r + 1に関する帰納法で証明する．その際、同じ条件お
よび同じ命題を使い、0重円盤がラテラル面を持たないという事実を利用する．Iに対するラ
ンク jのすべての円盤の多重度はr− j + 1以下であり、r + 1よりランクの大きな円盤は存在
しない．条件 8.5Bを使えばを得る．

diamL(I) ≤ dr + 2dr−1 + 2dr−2 + . . .+ 2d0 = 2d′ − d0.

これで補題 9.3は証明された．

9.4. 命題9.2の証明. L(I)は I ∈ G−dに対する罠でパラメーターN1, ν1, . . . , νs−1, νs = νs−1, b1
を持つとする．このとき補題 9.3Cおよび (9.5)より

(9.6) diamL(I) ≤ d

2
− d0.
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である．ゆえに命題 9.2を証明するには以下の結果を確かめれば十分である．

9.4A. 主張. すべての I ∈ G− dに対して、また I(v(0)) = I および」v(t) ∈ V − d/2をすべ
ての t ∈ [0, C](C > 0)に対して満たすよいなすべて解 v(t)に対して、

J (v(t)) ∈ L(I) for all t ∈ [0,min[C, T ]].

が成り立つ．
(9.6)よりL(I) ⊂ G− d

2
−d0である．したがって、罠L(I)を構成する円盤もすべてG− d

2
−d0

内にある．罠の定義からわかるように、9.4Aを証明するには、次の結果を確立すれば十分で
ある．

9.4B. 主張. Dはある点 I0のあるブロックの riggingの任意の円盤とする．D̄は集合G− d/2

の内部に含まれるとしよう．任意の解で

J (v(0)) = I0 and J (v(t)) ∈ D, v(t) ∈ V − d
2

for all t ∈ [0, C1],

を満たすものを考える．ここでC1 > 0である．このとき

J (v(t)) ∈ D for all t ∈ [0,min[C1, T ]],

であるか、すなわち、これらの tに対して軌跡 I(v(t))はDの内部に含まれてその境界に接し
ないか、またはある t̃ ∈ (0,min[C1, T ])を見つけることができて I(v(t̃))はDのラテラル面に
属する．

9.4Bを証明しよう．ZN1 をBに対応する共鳴とする．条件 8.5A、命題 8.4C、および (9.5)

より、D̄に対するすべての共鳴ベクトル k, |k| ≤ N1は ZN1に属する．ここで rは ZN!
の多重

度である (??)．(9.1)および (9.2)より．D̄に対するすべての共鳴ベクトル k, |k| ≤ N1は ZN1

に属する．
ここで、我が系はパラメーターN, ν, bおよび T を持つ禁止運動 (定義 5.1D参照)に対する

条件を満たす事実を利用する．Uとして D̄をとる．このときこの定義および (9.3)、(9.4)より
I(v(t))は時間min[c1, t]の間、Dをその baseを通って離れることはできない (定義 7.2よび 8.1

参照)．ゆえにそれはラテラル面を通ってしかDを離れられない．これが示すべきことであっ
た．命題 9.2は証明された．

9.5. 主定理 (定理4.4)の証明. ハミルトン関数Hを持つ系から得られる周波数系(X, I, ω)(定
義 5.2A参照)を考えよう．命題 9.2、5.2B および 8.6より、dおよび T が以下の条件を満たす
として、この系は時間 T の間 d安定である．

9.5A. 条件. 正数

(9.7) κ,N, ν, b, N1, ν0, . . . , νs−1, b1, d−, . . . , ds−1, ε1, . . . , εs−1,

で

(9.8) κ < 1

35



なるものを見つけて、dおよび T とともに (9.1)-(9.5)、(10.1)-10.4)、( 5.2)-(5.4)および (8.1)-

(8.9)を満たすことができる．ここで (8.1)-(8.9)のN と bはそれぞれN1と b1に置き換える．
技術補題 10.7は、定数M0 > 0があって、任意の正のM < M0に対して、変数 (9.7)で書い

た等式および不等式系 9.5Aがそれぞれ (4.4)および (4.5)で与えられる d(M)および T (M)な
る解を持つことを主張している．定理 4.4のM0を補題 10.7で存在が主張される定数にとる．
すると問題の周波数系が時間 T の間 d安定であることがわかる．ここで dおよび T は (4.4)お
よび (4.5)で与えられる．
さて定理 4.4の主張が正しくないと仮定しよう．このとき系の解 v(t) = I(t), p(t), ϕ(t), q(t)

で
I(0) = J (v(0)) ∈ G− d, p(t), q(t) ∈ D − d for all t ∈ [0, C],

なるものを見つけることができる．ただし、C > 0であり、ある t1 ∈ [0,min[C, T ]]に大して
|I(t1) − I(0)| = d/2である．ゆえに

|I(t2) − I(0)| = d/2 and |I(t) − I(0)| ≤ d/2 for all t ∈ [0, t1].

を満たす t2 ∈ [0, t1]を見つけることができる．したがって t ∈ [0, t1] = [0,min[t1, T ]]に対して
v(t) ∈ V − d/2である．ここで V は (5.1)で与えられる．ところがこのような解が存在するこ
とは系が時間 T の間 d安定であることに矛盾する．

10 節．非共鳴 harmonicsの消去に関する補題、および主定理の証明に必要な技術的補題の
陳述

10.1A. 定義. 上と同様Zsは整数成分の s次元ベクトルの格子とする．

10.1B. 定義. ベクトル k = k1, . . . , ks ∈ Zsの階数とは |k| =
∑s
i=1 |ki|のことである．

Uを複素Cs空間または実空間Rsの任意の部分集合とする．H0をU上の (すなわちUのあ
る近傍内の)微分可能なある決まった関数とする.

10.1B. 定義. ベクトル k ∈ Zsが U に対する ν 共鳴ベクトルと呼ばれるのは、少なくとも 1

点 I ∈ U において
|〈k, ω(I)〉| < ν,

なるときである．ここで 〈, 〉はスカラー積であり、ω(I) = gradH0|I である．
10.2. Hの記述. 以下の補題 10.3においてHは

H = H0(I) +H1(I, p, ϕ, q)

の形の関数であり、ϕ1, . . . , ϕs = ϕに関して 2π 周期である．ここで I は s次元、pと q は
n ≥ s ≥ 1として (n− s)次元ベクトルである．また以下の条件が成り立つことを仮定する (こ
の条件は 4.3節のものと若干異なる)．

10.2A. . Hは複素集合
ΔF : I, p, q,∈ A, |Imϕ| ≤ ρ,
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上で解析的である．ここでAは閉集合であり、ρ > 0である．

10.2B. AI = {I|I, p, a ∈ Aなる pおよび qが存在する }とおくと、あるm <∞に対して

sup
I∈AI

‖ ∂
2H0(I)

∂I2
‖≤ m

である ((4.2)参照)．

10.3. (非共鳴 harmonicsの消去に関する)補題. HはΔF 上で定義されているとする．らだ
しHおよびΔF は上で記述されたものである．M,N および νは正数で、以下の 3つの性質を
満たすとする．

A. sup
ΔF

|gradH1| ≤M.

B. λはAIに対する高々次数N の ν/2共鳴ベクトル k (|k| ≤ N)すべての線形ハルを表わす．
このとき dimλ < sである．

C. κ ∈ (0, 1)があって、M,N および νに対して

(10.1) N > N0,

である．ただし

N0 = N0(s, κ) =

= {27(1 − κ)(s+ 1)
κ log 2 log[

3(1 − κ)(s + 1)
2κ ( 9

log 2)
1

1−κ (16L1)

κ
(1 − κ)(ε+ 1) ]} 1

κ ,

(10.2) 32mL2(
9

log 2
)2s+2MN2(s+1)(1−κ)

ν2 < 1,

(10.3)
4n√
n

(
log 2

27
)s

ν

N s(1−κ)
< 1,

および
L1 = 6e(6s

e
), L2 = 4πs

√
s32s ,

である．

(10.4) b = ρL3

√
MN (s+2)(1−κ)

ν
,

とおく．ただし

L3 =
8

3

√
[2πn

√
3n3s](

9

log 2
)(s+2)/2.
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このとき解析的正準微分同相写像B : J, P, ψ,Q �→ I, p, ϕ, qで、以下の性質を持つものがある．
D. BはΔF に含まれる集合を集合

ΔF1 = {I, p, q ∈ A− b, |Imϕ| ≤ ρ1},

の上に写す．ここで
ρ > ρ1 > 0.

E. Bと恒等写像 Eの計量Cでの差は次のように評価される

‖ BE ‖< b

15
,

ここで
‖ BE ‖= sup

B−1(ΔF1)

|B(J, P, ψ,Q) − J, P, ψ,Q|.

変数 J, P, ψ,Qでは、ハミルトン関数Hは

H ′ = H(J, P, ψ,Q) +R(J, P, ψ,Q),

なる形をしている．ここで H̄およびRは以下の性質を持つ．
F. H̄のフーリエ級数は数 kが λ ∩ Zsに属するようなハーモニクスのみを含む．すなわち、

H̄は次の形をしている．
H =

∑
k∈λ∩Zs

hk(J, P,Q)eikψ.

G. 実のψに対して、つまり、すべての点 J, P, ψ,Q ∈ B−1(ΔF1)∩ {Imψ = 0}において、ψj
に関するRの微分Rψj

の評価として次を得る．

|Rψj
| < 8πs1/2M exp(−ρN1−κ) (j = 1, . . . , s).

10.4. 注意. 事実、補題 10.3の証明より、H̄が

H = H0(J) +H1(J, P,Q) + H(J, P, ψ,Q),

なる形をしていることが出る．ここで H̄1 = 1
(2π)s

∮
H1(J, P, ψ,Q)であり、|H|および |gradH|

はM 次である．詳しく言えば、|H| < 4πM
√
sおよび |gradH| < 8πM

ρ
√
sである．この詳し

い評価は定理 4.4の証明では使わない．
技術補題に戻ろう．

10.5. (整数格子の性質に関する)補題. Esからとったあるベクトルx = x1, . . . , xs、ある ν > 0

およびZsからとった |kj| ≤ N(j = 1, . . . , rなる r個の線形独立なベクトル kjに対して

|〈kj, x〉| < ν (j = 1, . . . , r),
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である．ここで 〈, 〉はスカラー積である．kjで張られるEsの r次元線形部分空間を λで表わ
す．このとき λへの xの直交射影の長さは rN r−1νより小さい．すなわち、

|prλx| < rN r−1ν

10.6. 急勾配関数と概平面曲線. H0はある領域G ⊂ Es内で一般化急勾配で、係数 g,m,C1, . . . ,

Cs−1, δ1, . . . , δs−1および指数α1, . . . , αs−1(定義 7.3参照)を持つとする．λはEsの任意のアフィ
ン部分空間で、dimλ = r, r = 1, . . . , s− 1とする．γは以下の性質を持つ連続曲線とする．

A. γはEs内の平面 λの b近傍にある．つまり、γ ⊂ λ+ b．ただし b > 0．
B. γは 2点 I0と I1を結び、I0を中心とする半径 dの閉球 U(I0, d)に含まれる．また I1はこ

の球の境界に属する．
C. U(I0, d)はGに含まれる．
D. dと bは以下の不等式を満たす．

(10.5) d < min[g/3m, δr],

(10.6) ε < g/4,

(10.7) b < min[d/4, ε/4m],

ここで

ε =
Cr
5

(
d

2
)αr .

このとき γ上に
|grad(H0|λ̃)|Ĩ | > ε,

なる点 Ĩを見つけることができる．ここで λ̃はEsのアフィン部分空間で、λの平行移動によっ
て得られ、Ĩを通る．

10.7. 補題. s ≥ 2を任意の整数とする．g,m,C1, . . . , Cs−1, δ1, . . . , δs−1および ρを任意の正数
とし、α1, . . . , αs−1は 1以上であるとし、n ≥ sとする．これらすべての数およびそれらの関
数を定数と呼ぶ．
等式や不等式に対して単一の語「関係」を使う．上の定数、数M > 0および正数

(10.8) κ,N,N1, ν, ν0, ν1, . . . , νs−1, b, b1, d0, . . . , ds−1, ε1, . . . , εs−1, d, T,

を含む関係を考える．ただし r = 1, . . . , s− 1である．

(9.8) κ < 1,

(9.1) N ≤ N1,

(8.5) νs−1 ≤ g/2sN s−1
1 ,
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(8.6) νr ≤ εr/rN
r−1
1 ,

(8.9) εr =
Cr
5

(
dr
2

)αr ,

(8.7) dr−1 ≤ 1

2mN1
νr,

(9.3) b ≤ b1,

(5.2) 4mbN ≤ ν,

(10.4) b = A1

√
MN (s+2)(1−κ)

ν
,

ここで定数A1および以下に出てくる定数A2とA3は (10.9)で与えられる．

(10.1) N0 < N,

ここで

N0 = {27(1 − κ)(s + 1)

κ log 2
log[

3(1 −k appa)(s+ 1)

2κ
(
9

log 2)1/(1−κ) · A
κ

(1 − κ)(s+ 1)
2 ]}

(10.2) A3
MN2(s+1)(1−κ)

ν2 < 1,

(10.3)
4n

√
n

sm
(
log 2

27
)s

ν

N s(1−κ)
< 1,

(5.3) b < ρ/2,

(5.4) T ≤ ρ

16πs
b

1

M
exp(ρN1−κ),

(9.5) 4(d0 + d1L . . .+ ds−1) ≤ d,
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(8.1) dr < min[g/3m, δr],

(8.8) νr−1 ≤ νr/2,

(9.2) ν < min[ν0, ν1, . . . , νs−1],

(8.2) εr < g/2,

(8.4) b1 < d0,

(8.3) b1 < min[dr/4, εr/4m],

(9.4) 4b < d.

ここで

(10.9)
A1 = 8

3

√
[2πn

√
(sn)3s]( 9

log 2)(s+2)/2ρ A2 = 96e(6s
e
)s,

A3 = 128
9 s3/2( 27

log 2)2s+2m.

このとき、次の性質を持つ定数M0 > 0(M0の値は補題の証明の中で与えられる)がある．す
なわち、すべてのM ∈ (0,M0)に対して量 (10.8)の値を見つけることができ、それとM を一
緒にして上の関係を満たすことができる．ここで

d = M

3
(12ζ + 3s+ 14)αs−1 , T = 1

M exp[( 1
M )

2
12ζ+3s+14 ],

ただし定数 ξは (4.1)で与えられる．

11 節．主定理の証明に関する注意
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この節では３節と同様次の形のハミルトン関数を持つ系について議論する．

(11.1) H = H0(I) + εH1(I, ϕ).

11.1. harmonicのべき、およびその数の次数への依存性.
∑
εhk(I)e

ikϕを摂動 εH1のフーリ
エ級数とし、I(t), ϕ(t)を系 (11.1)の任意の解とする．ハーモニック εhk(I)e

ikϕのべきとは、こ
のハーモニックの影響によって stipulateされた I(t)の変位の速さのことである．したがって
ハミルトン方程式より、この影響は εhk(I)に比例し、およそ ε|k|hk(I)である．ハーモニック
の振幅はその数の階数 |k|の増大とともに急速に増大する．たとえば、H1が解析的なら、これ
以後増大率は指数関数的であること、つまり、|hk| < Me−|k|ρを仮定する．ここでM > 0と
ρ > 0は kに依らない．だからハーモニックのべきは |k|が線形的に増大すると指数関数的に
増大する．

11.2. harmonicの数の共鳴ゾーンの幅の依存性. k番目のハーモニックは、ほとんどいたる
ところ I(t)の小さな振動のみを引き起こす．このハーモニックは狭い共鳴帯、面 〈k, ω(I)〉 = 0

の近傍、のみで I(t)に目立つほどの変位を与える．
普通、このゾーンの thicknessもハーモニックの数の階数 |k|が線形に減少するにつれて指数

関数的に減少する量によって抑えられている．あらゆる点から見て、この評価は 1.13節の意
味で無限に縮退した場合は別にして、任意の非摂動ハミルトン関数H0を持つ系に対して成り
立つ．H0が準凸ならゾーンの厚さはハーモニックの振幅の二乗根に近い．
ゾーンの厚さのゾーンの階数 |k|へのこの依存性は主定理の証明においては考慮されなかっ

た．(ゾーンの厚さは共鳴の幅 νに結びついており、νは |k|とは独立に選ばれた．)この依存
性を計算すれば、この定理で得られる安定性時間の評価 ((4.5)または (1.5)参照)を決める定
数 aの値の評価は改善されるだろう．

11.3. トラップの直径の共鳴の多重性への依存性および共鳴を構成するベクトルの極小次数
|k|への依存性. 主定理の証明において初期条件 I(0)、ϕ(0)を持ち、I(0)が r重ブロックに属す
るような解に対するわなの直径は量drによって抑えられる．ここで ε � 1に対して dr+1 � dr
である．これはこのブロックに対応する共鳴の多重度が増大するにつれて罠の直径が増大する
ことに反映される．
罠のサイズはこの共鳴を形成するベクトルの極小次数に依存する．次数が大きいほど罠の直

径は小さく、そのうえ罠へのドリフトは遅い (11.1節および 11.2節参照)．

11.4. 共鳴の重なり．アーノルド拡散. 主定理の証明における１つの重要なパラメーターは、
問題となっている共鳴の最も高い次数Nである．これらの共鳴に対応するゾーンを使って、ブ
ロックを構成し、そのそれぞれの中で高速ドリフトは平面λに沿ってのみ起こる．この平面は
このブロックに対する共鳴ベクトルで、次数がN 以下のものの線形ハルから平行移動で得ら
れる．このブロックに対する共鳴ベクトルで平面 λに平行でないものはすべて次数がN より
大きい．ハーモニクスで数がこれらのベクトルであるものは、ブロックとこれらのハーモニク
スに対応するゾーンとの交わりへのλを横切るドリフトを引き起こす．N が大きければ、こ
のドリフトの速さは小さい．ドリフトを引き起こすハーモニクスの振幅が小さいからである．
この速さはこれらのハーモニクスの全パワーに近い量 (∼ ε exp(−N))で評価される．
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N が大き過ぎないとき、各ブロック内で平面 λの近くを動く点 I(t)は 1/N とともに小さな
トラップ内にある．N を大きくすることにより、λを横切るドリフトの速さの評価が改善さ
れ、これによって I(t)が罠で過ごす時間の評価が改善される．この理由により、N はできる
だけ大きくとる必要がある．ところが以下の事情により、N を際限なく増やすことはできな
い．Nが増大するとともに、共鳴ゾーンの網目はだんだん密になり、ある値から以降は、孤立
した罠の系はその精密な外形を失い、作用変数空間への相空間の射影 G全体に行き渡る遷移
の小区分の集まりになってしまう．Gの任意の 2点に対して系の解の射影 I(t)は、これらの遷
移 (transition)に沿って動きつつ、片方の点の任意に小さな近傍からもう一方の点の同じ様な
近傍に移り得る．これらすべては拡散の可能性を示している．拡散率あ小さな次数の 1重共鳴
の影響ゾーンでいちばん大きいようだ (図 4)．

図 4

拡散の機構はまだ完全には説明されておらず、「一般の位置」(2.1A節参照)にある系の不安
定な解の存在を厳密に証明することはたいへん難しい．拡散機構の詳細に関しては [11]、[14]、
および [29]を参照されたい．

11.5. I(t)の動きを制限する要因. 主定理を証明するにあたって、ただ一つの要因である概積
分の存在を考慮にいれた．言い換えると、平面 λのうち、それを横切る点 I(t)の平均運動J(t)

の速さが非常に小さいものだけを考えた．ここで I(t), ϕ(t)は (11.1)の解であり、J, ψは補題
10.3で構成された変数である (3.2節参照)．しかし、もうひとつ明白な制限がある．注意 10.4

より、J(t), ψ(t)はH0(J)とほんの少ししか違わないH0(J) + εH1(J, ψ)なる形をしたハミル
トン関数を持つ系の解である．ここでH1はある関数である．ゆえに I(t)がいま問題にしてい
るブロックにあるとき J(t)はH0のレベル面の近くを動く．
I(t)の動きに関するこの制限を考慮して、評価 (4.5)を決定する定数 aの値を改善すること

もできたはずである．不思議なことに、この要因を考慮に入れると、以下のような状況におい
て、主定理の場合よりも安定性時間の評価がかなり良くなる．すなわち、準凸の非摂動ハミル
トン関数H0を持つ系の解で、初期条件 I(0)が極大の多重度 (すなわち、sを周波数の数とし
て s− 1)の共鳴ゾーンにあり、また次数が小さいときである．補題 10.3により、これらの解
に対して (4.5)の形の評価が簡単に得られる．その際、主定理におけると同様、sが増大する
と aは 1/s2ではなく 1/sのように減少する．同じ議論を使って、すべての解に対して良い評
価が得られるとは思えない．
この事実は、実際に観察され、非ハミルトン的摂動で作られる共鳴関係の安定性との関係で

面白い (2.1D節参照)．極大多重度かつ小さな次数の共鳴ゾーンにおいてハミルトン摂動のみ
によって作られる拡散が全空間におけるよりも遅ければ、現実の系のそのようなゾーンへの遷
移は作用変数すべてに関して大きな安定性をもたらす．

11.6. 共鳴領域における解のふるまい．共鳴解を調べるのに都合のよい座標. 今までのとこ
ろ、系 (11.1)の解 I(t), ϕ(t)の射影 I(t)のふるまいに主として興味を持ってきた．解はどのよ
うにふるまうのか? H0が準凸であると仮定し、r = 1, . . . , s− 1として任意の r重ブロックを
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考える．I ∈ Bなる点 I, ϕからなる相空間の領域B × T sにおいて、系 (11.1)はある意味では
ε程度のポテンシャルエネルギーを持つ力の場にある r次元トーラスに沿っての質点の運動を
記述する系に近い．
これを見るために、B×T s内にある種の座標J, ψを構成する．この座標はこの領域の解を詳

しく調べるのにを有用であろう．まず補題10.3(ここではJ ′, ψ′と表わした)において構成された
座標に変換する．次にJ = KJ ′, ψ = (KT )−1ψ′の形の線形変換を行なう．ここでKは整数要素
のunimodular行列であり、(KT )−1はKの転置逆行列である．またこの形の変換は正準変換で
ある．k′, . . . , krはBrを定義するベクトルとする．Kを選んで、座標Jでは高速ドリフトの平面
λ(すなわち、k′, . . . , krの線形ハルから平行移動で得られる平面)がJr+1 = const, . . . , Js = const

で与えられるようにする．この行列はつねに存在する (たとえば 28]、7章 1節を参照)．
Bに対応する共鳴面Rは座標 J ′では

R = {J ′| < ki,
∂H0(J

′)
∂J ′ >= 0, i = 1, . . . , r},

なる形をしているが、座標 J ではもっと簡単な形

(11.2) R = {J |∂H0(K
−1J)

∂Ji
= 0, i = 1, . . . , r},

をしていることに注意しよう (3.3D節参照)．
系のハミルトン関数を J ′, ψ′((3.2)参照)で表わし、残りの項 R(J ′, ψ′)を捨て、変数変換

J ′, ψ′ → J, ψ を行なう．このとき ψr+1, . . . , ψs に独立名関数 Hが得られる．補題 10.3の証
明より (注意 10.4参照)、Hは実は

H = H0(K
−1J) + εH1(J1, . . . , Js, ψ1, . . . , ψr),

の形をしている．ここでH1はある関数である．
Hはψr+1, . . . , ψsに依存しないから、変数Jr+1, . . . , Jsはハミルトン関数Hを持つ系の第一積

分である．この系は本質的には自由度 rの系である．(関数Jr+1, . . . , Jsはもとの系 (11.1)に概積
分が存在するために決定的である.) λをBと交わる任意の高速ドリフト平面とし、cr+1, . . . , cs
は定数で

λ = {J |Ji = ci(i = r + 1, . . . , s)}
を満たすとする．c1, . . . , cr, cr+1, . . . , csを λとRの交点の座標とする．このとき λとBの交
点における変数 J1, . . . , Jrのベクトルの値は定数ベクトル c1, . . . , crの近傍にある．この近傍
の直径は、ブロックBを構成するときに使ったRに近いゾーンの厚さと同じ程度の大きさで
ある (which is part of itは訳してない)．厚さは εとともに小さいと仮定する．
Hの引数 Jr+1, . . . , Jsの値を Ji = ciと置いて固定し、λ ∩ B内の結果として得られる関数

を以下のようにもっと簡単に近似する．(11.2)より、Jr+1, . . . , Jsのこれらの値を使って、点
c1, . . . , crにおけるH0(K

−1J)の J1, . . . , Jrによる展開は、3次またはそれ以上の項を無視すれ
ば、a0 +

∑r
i,j=1 aij(Ji − ci)(Jj − cj)の形をしている．ただし a0と aijは定数である．摂動 εH1

を関数
εH1(c1, . . . , cs, ψ1, . . . , ψr),
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で近似する．これを εU(ψ1, . . . , ψr)と表わす．その結果、Jr+1, . . . , Jsの値を固定すれば、H
は関数

(11.3) a0 +
r∑

i,j=1

aij(Ji − ci)(Jj − cj) + εU(ψ1, . . . , ψr),

に近いことがわかる．ここでU は引数に関し 2π周期である．H0は準凸であるから、定数 aij
から作った対称行列 (aij)は決まった符号を持つ．
ハミルトン関数 (11.3)を持つ系が記述するのは、一定計量を持つ r次元トーラス上でポテン

シャルエネルギー εU の力の場の質点の運動である．ここでψiはトーラスの点の座標であり、
Ji− ci, i = 1, . . . , rは運動量の成分である．ゼロ運動量は共鳴曲面R上にある作用変数の空間
の点に対応する．

12 節．多体問題への主定理の応用

12.1. 惑星系. ニュートンの法則にしたがって互いに引き合う s+1個の質点系を考える．それ
らのうち 1つの質量 (太陽)は残り (惑星)のどの質量よりはるかに大きいとする．この系は以
下の系に相対的に摂動を受けていると言うことにする．その系とは、惑星が固定中心にニュー
トンの法則により引かれ、相互作用はない系である．非摂動系における惑星の運動は摂動系に
おいて質量をゼロにもっていったときの運動の極限である．非摂動系の惑星運動は惑星質量に
依存しないことに注意しよう．
太陽の質量と重力中心の質量はともに1であるとし、惑星の質量miの比を固定する．すな

わち、mi = uκi(i = 1, . . . , s)とする．ただし、κi > 0は定数であり、μは小さなパラメーター
である．
非摂動系は求積により積分可能であるから、徹底的に調べられている．どの惑星のエネルギー

も無限遠に逃げるには足りないとし、引力中心に関する各惑星の角運動量はゼロでないとする．
このとき各惑星は引力中心を焦点のひとつとする閉楕円軌道上を動く．この運動の重要なパラ
メーターは軌道の半長軸 ai、離心率 e′ii = 1, . . . , s)および軌道面間の角度 bij(i, j = 1, . . . , s)で
ある．
非摂動系の相空間の点は重力中心に相対的な惑星の位置と速度で特徴づけられ、摂動系の場

合、系内のすべての天体の重心に関する惑星の位置と速度で特徴づけられる．このことから両
系の配位空間と相空間を同一視できる．とくに非摂動系の引力中心を摂動系の重心と同一の点
と仮定し、それをOで表わす．
Veは、非摂動系のすべての惑星の楕円軌道に対応する相空間の領域とする．ai, eiおよび bij

を Veの関数とみなす．これらは非摂動系の第一積分である．非摂動系の解においては、これ
らの関数は時間とともに変化する．系の天体間の距離が小さすぎなければ、変位の速さはμ程
度の大きさである．少なくとも 2つの天体の距離が小さいと、この速度は大きく、距離がゼロ
に近づくにつれて無限大に向かう．
以下の定理 12.3の主張によれば、V2にはいくつかの部分領域があって、そこから出発する

各軌道上の関数 aiの値は 1/μに比べて指数関数的に大きな時間の間、ほとんど変化しない．そ
のうえ、この期間全体にわたって、天体間の衝突や近接衝突は不可能である．これらの部分領
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域は惑星運動領域と呼ばれる．というのは、これらはわが太陽系の天体の運動に似ているから
である．これからこれらの」部分領域を定義しよう．

12.2. 惑星運動の領域. GiをOに相対的な i番目の惑星の角運動量ベクトルとし、GHをOに
相対的な非摂動系全体の角運動量ベクトルとする．すなわち、GH =

∑s
i=1GiおよびN = 1

μ
G

である．簡単にわかるとおり、Ve内で |Gi| = mi

√
ai(1 − e2i )である．ゆえに Ve内でのN の長

さは ai, ei, bijおよび κiのみに依存し、μには依らない．
α = α1, . . . , αsおよび β = β1, . . . , βsを任意のベクトルとし、γを数とする．以下で定義さ

れる Veの部分集合をB(α, β, γ)で表わす:

(12.1)

{
αi ≤ ai(v) ≤ βi, (i = 1, . . . , s),

|N(v)| ≥ γ.

ここで v ∈ Veは相空間の点である．この部分集合はμに依らない．非摂動系の不変量である．
また明らかにB(α, β, γ)を定義する条件は ai, eiおよび bijに関する条件である．
αおよび βは

(12.2) 0 < α1 ≤ β1 < α2 ≤ β2 < · · · < αs ≤ βs,

なる任意に固定したベクトルとする．γのいろいろな値に対してB(α, β, γ)の形を見つけよう．
γが十分に大きければこれは空である．簡単にわかるように、B(α, β, γ)が空にならないよう
な γの最大値がある．それを γm(α, β)と書こう．(B(α, β, γm(α, β))の点に、同じ平面の半径
βiの円軌道の惑星運動が対応する.) もうひとつの γの臨界値はB(α, β, γ)の (相空間全体の)

境界が互いのあるいは引力中心 Oとの惑星の衝突に対応する点を含むような γの最大値であ
る．この値を γ0(α, β)と書く．明らかに 0 < γ0(α, β) < γm(α, β)である．

12.2A. 定義. 集合B(α, β, γ)で (12.1)を満たし γ0(α, β) < γ < γm(α, β)を満たすものは惑星
運動領域と呼ばれる．

12.3. 定理. Bを任意の惑星運動領域とする．このとき定数κ = κ1, . . . , κsおよびBのみに依
存する正定数C1, C2, C3および μがあって以下の性質を満たす．
μを (0, μ0)の任意の点とする．v(t)はこの μの値を持つ非摂動系の解であって、v(0) ∈ B

なるものとする．

(12.3) T =
1

M
exp

1

Ma ,

とおく．ここで

(12.4) M = C1μ, a = 2
6s2 − 3s+ 14

.

このとき系の天体は時間期間 [0, T ]の間、衝突できない．その上、すべての t ∈ [0, T ]に対して

(12.5)
|ai(v(t)) − ai(v(0))| < C2μ

b(i = 1, . . . , s), where b = 3
2
a

|N(v(t)) −N(v(0))| < C3μ
b,

46



である．すなわち、軌道半長軸の長さ aiと角運動量の和N はほとんど変化しない．
12節の残りは定理 12.3の証明に費やす．

12.4. ポアンカレ変数. この副節では、ある種の変数、いわゆるポアンカレ変数を使えば、運
動方程式が定理 4.4と同じ形のハミルトン関数を持つハミルトン方程式であることを証明する．

12.4A. 補題. 惑星運動領域はすべてコンパクトである．

証明. 惑星運動領域Bはすべて有界である．一方、Bは Veの内部に含まれる．というのは、そ
うでないとすると、Bの境界は惑星のどれかひとつが中心 Oと衝突することに対応する点を
含んでしまうからである．ゆえにBは Ve内で閉じている ((12.1)参照) ばかりでなく、完備な
相空間全体の中で閉じている．これで補題は証明された．
系の天体を含むユークリッド空間E3に、原点をOとする任意の直交座標を導入する．xi =

xi1, xi2, xi3を i番目の惑星の座標とし、x0 = x01, x02, x03を太陽の座標とする．このとき、摂
動系の運動エネルギー T とポテンシャルエネルギーU は

(12.6) T = 1
2

∑s
i=0mi

ẋ2
i

2
, U = −∑0≤i<≤s

mimj

|xi − xj |
なる形をしている．系の重心は 0にあり、また太陽の質量m0を 1ととっているから

(12.7) x0 =
∑s
i=1mixi, ẋ0 = −∑s

i=1miẋi,

である．これらの方程式を使ってラグランジュ関数L = T−Uをx, ẋ = x1, . . . , xs, . . . x1, . . . , . . . xs
で表わそう．Pi = Pi1, Pi2, Pi3を xi = xi1, xi2, xi3に対応する一般化運動量とする．すなわち、

(12.8) Pi = ∂L
∂ẋi

= miẋi +mi
∑s
j=1mjẋj (i = 1, . . . , s).

系の全エネルギーE = T + U を P, x = P1, . . . , Ps, x1, . . . , xs で表わし、E(P, x)を

(12) E =
1

2

s∑
i=1

P 2
i

mi
−

s∑
i=1

mi

|xi| + μ2Rμ(P, x),

の形に表わす．
B′ を任意の惑星運動領域とする．この領域の定義、B′ がコンパクトであること、および

(12.6)-(12.9)を使えば、次の補題が簡単に証明できる．

12.4B. 補題. R(μ, x, ẋ) = Rμ(P (μ, ẋ), x) として、Rを μ, xおよび ẋに対して定義して、パラ
メーター μの複素線上、μ = 0の近傍と x, ẋの複素空間におけるB′の近傍との直積のいて解
析的であるようにできる．
さてポアンカレ変数 Y = λ, ξ, p, l, η, qを定義する．ベクトル λ, ξ, p, l, ηおよび qのそれぞれ

は s次元である. たとえば、Λ = λ1, . . . , λsである．まず、非摂動系に対してポアンカレ変数
を定義する．各 i = 1, . . . , sに対して λi, ξi, pi, li, ηi, qi = Yiは xi, . . . xi および κiのみに依存し、
μと iには依存しない関数として与えられる:

(12.10) Yi = Φ(κi, xi, ẋi).
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これらの関数は [9](144および 135ページ参照)にある．これの記述を繰り返すことはしない
が、以下で数回これを引用する．
摂動系のポアンカレ変数をYμで表わす．これは以下の条件で定義される．両方の系 (摂動系

および非摂動系)において、これらの変数の惑星の運動量及び座標への依存性を定義する関数
は μの同じ値に対しては同じである．非摂動系において、運動量はmiẋiの形をしている．ゆ
えに (12.10)より、変数 Yμ = Yμ1, . . . , Yμsは次の形をすている:

(12.11) Yμi = Φ(κi, xi,
Pi
μxi ) (i = 1, . . . , s).

関係 (1.28)により、これらを xと ẋで表わすことができる:

(12.12) Yμi = Φ(κi, xi, ẋi + μ
∑s
j=1 κj ẋj) (i = 1, . . . , s).

μ = 0のとき、公式 (12.12)は非摂動系のポアンカレ変数を定義することに注意する ((12.10)

参照)．
たとえ μ = 0のときでもポアンカレ変数は Ve全体 (非摂動系の惑星の楕円軌道に対応する

相空間の領域)では定義されない．以下では、これらの変数が定義されるVeのある部分集合を
考える．
νをE3の任意のゼロでないベクトルとし、δ > 0とする．K(ν, δ)で相空間の次のような部

分集合を表わす．すなわち、その各点に惑星の位置と速度が対応し、しかも i番目の惑星の角
運動量Giとベクトル νの間の角度がすべての i =, . . . , sに対して π − δ以下である．

(12.13) K(ν, δ) = {v|Gi(v) �= 0, Gi(v), ν ≤ π − delta(i = i, . . . , s)}

e1, e2, e3をE3のわれわれの直交座標のベクトル基とする．B′を任意の惑星運動領域とする．
定義より、B′ ⊂ Veである．ゆえにポアンカレ変数の記述より ([9]参照)、μ = 0のとき、これ
らの座標は角 δ > 0に対してB′ ∩K(e3, δ)上で定義され解析的である．その上、次の補題が成
り立つ．

12.4C. 補題. 各 δ > 0に対して、変数 x, ẋの複素空間内にB′ ∩K(e3, δ)の近傍Uxẋがあって
以下の条件を満たす．パラメーター μの複素直線上に μ = 0の近傍 Uμがあって、μ, xおよび
ẋの関数 ((12.12)参照)としてのポアンカレ変数Y = Y1, . . . , YsがUμ ×Uxẋにおいて解析的で
ある．加えて、Yμ(x, ẋ) = Y (μ, x, ẋ)は各 μ ∈ Uμに対してUxẋ上の座標である．
補題の証明はポアンカレ変数の μへの依存性 ((12.12)参照)およびB′ ∩K(e3, δ)がコンパク

トであることより従う．後者はB′のコンパクト性 (補題 12.4A)、各惑星運動領域に対する不
等式minB′

∣∣∣ 1
μ
Gi

∣∣∣ > 0(i = 1, . . . , s)、および集合K((12.13)参照)の形から出る．ここで | 1
μ
Giは

i番目の惑星の角運動量である．
ポアンカレ変数の記述より、μ = 0に対して λμi = xi

√
aiである．次の補題はこの補題と補

題 12.4Cから出る．

12.4D. 補題. 各 δ > 0に対して数 C4 > 0および μ1 > 0があって、すべての μ ∈ (0, μ1)に対
して

maxb∈B′∩K(e3,δ) |Λμi(v) − κi
√
ai(v)| ≤ C4μ (i = 1, . . . , s).
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である．ここで
Λμi(v) = Λμi(x(v), . . . x(v)).

(12.11)を使ってP, xをポアンカレ変数Y = Yμで表わす．関数Hμ(Yμ) = 1
μEμ(P (Yμ), x(Yμ))

をH = Hμっで表わし、Rμ(Yμ) = Rμ(P (Yμ), x(Yμ))をRμで表わす ((12.9)参照)．次の補題は
ポアンカレ変数の記述 ([9]参照)およびエネルギー関数E = Eμ(P, x)の形 (12.9)より従う．

12.4E. 補題. ポアンカレ変数 Y = Yμが定義される領域では、Hは

H(Y ) = −
s∑
i=1

κ3
i

2Λ2
i

+ μRμ(Y ).

の形をしている．ここでRμ(Y )は l = l1, . . . , lsに関し 2π周期である．変数 Y での運動方程
式はハミルトン関数H(Y )を持つハミルトン方程式の形をしている．
最後の主張は次の事実から出る．すなわち、変数変換P, x→ Yμは正準変換ではないが、変

数 Y = Yμにおいて 2形式 dP ∧ dx =
∑s,3
i,j=1 dPij ∧ dxijは

μ
s∑
i=1

(dΛi ∧ dli + dξi ∧ dηi + dpi + ∧dqi).

補題 12.4Eによれば、H = H(Y )は λと lが作用および角変数をするとして主定理と同じ形
をしている．
次のようにおく．

H0(Λ) = −
s∑
i=1

κ3
i

2Λ2
i

.

12.4F. 補題. ポアンカレ変数 Y のμ, xおよび ẋへの依存性を与える関数は原点をOとするE3

の座標系の選び方に依らない．任意に固定したB′と δに対して、座標x, ẋにおけるB′∩K(e3, δ)

の形もこの座標系の選び方に依らない．その上、H0とRμはこの選び方に依らない．
最初の主張はポアンカレ変数の定義 ([9]参照)および (12.12)から出る．第二の主張はB′と

K の定義から出る．第三の主張は最初の主張および (12.9)の右辺の 3項すべての形が原点を
OとするE3の座標系の選び方に依らないことから出る．

12.5. 主定理の応用. 主定理においてハミルトン関数の定義域はある種の直積の形をしてい
た．ここでは相空間の特別な形の部分集合を考える．これらのそれぞれに対して、ポアンカレ
変数を構築してその値域をこの直積の形に、また定義域をこの部分集合にとれる．主定理の結
論がこの部分集合においても成り立つことを証明する．
次の補題は定義 12.2Aを使って簡単に証明できる．

12.5A. 補題. Bを任意の惑星運動領域とする．このとき別の惑星運動領域B′があって、その
内部B′(0)はBを含む．すなわち、B′(0) ⊃ B．
α = α1, . . . , αsを s次元ベクトル、ν �= 0を 3次元ベクトルとする．V は集合

(12.14) W (α, ν) = {v ∈ Ve|ai(v) = αi(i = 1, . . . , s), N(v) = ν}
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を表わすとする．W がある惑星運動領域に含まれればコンパクトである (この領域がコンパク
トだからである (補題 12.4A参照))．
相空間の距離とはE3内のユークリッド計量から誘導されるユークリッド計量のことである．

2点間の距離は惑星の座標 xiの差と速度 ẋの差の 2乗の 2乗根である．Xを相空間の部分集合
として、X + δはXの δ近傍を意味する．
BとB′をB′(0)Bなる任意の惑星運動領域とする．

12.5B. 補題. 正の定数 δ1と δ2があって、各集合W ⊂ Bに対して

W + δ1 ⊂ B′ ∩K(ν, δ2),

である．ここで νはW = W (α, ν)なるベクトルである．
補題は惑星運動領域の定義、集合W とKの定義 ((12.14)参照)、およびBとB′のコンパク

ト性から出る．
W = W (α, ν)を (12.14)の形の任意の集合とする．E3内に、e3をベクトル 1

|ν|νととり、残
りの 2つの基ベクトルを任意に選んで、原点をOとする座標系を定義する．12.4節とまった
く同じように、この系に対応するポアンカレ変数をE3内に導入し、それをYμW と書く．W が
ある惑星運動領域に含まれるとする．補題 12.4C、12.5B、および 12.5Aより、YμW は、μ = 0

のある近傍内のすべての μに対してW のある近傍で定義される．
Y0W は μ = 0のときの変数 YμW を表わす．次の補題は [9]におけるポアンカレ変数の記述

(とくに 12.4節の関係式Λ0i = xi
√
ai(i = 1, . . . , s)を使う必要がある)から出る．

12.5C. 補題. W をある惑星運動領域に含まれる (12.14)の形の任意の集合とする．このとき
変数 Y0W = Λ, ξ, p, l, η, qで書くと、この集合は次の形をしている

W = {v|Λ(v) = const, (ξ, p, η, q)(v) ∈ D̃ξpηq},

ここで D̃ξpηqは変数 ξ, p, η, qの 4s次元空間のある部分集合である．
次の補題により主定理をW の近傍に応用できる．

12.5D. 補題. bを任意の惑星運動領域とする．このとき正定数C1, c5, μ2, δ3, δ5および ρがあっ
て、Bに含まれる (12.14)の形の各集合W に対して、それぞれ変数 Λおよび ξ, p, η, qの s次
元および 4s次元空間の開集合DΛ およびDξpηqで以下の性質を持つものを見つけることがで
きる．

a) DΛの閉包はコンパクトで座標超曲面Λi = 0(i = 1, . . . , s)と交わらない．
b) F を主定理におけるのと同じ形をした複素集合とする．すなわち、

F = {Y = Λ, ξ, p, l, η, q|ReΛ ∈ DΛ,Reξ, p, η, q ∈ Dξpηq, |ImY | ≤ C1}.

このときH0とRμ(補題 12.4Eと 12.4Fの前に定義されている)はこの集合上で解析的であり、
次を満たす．

supY ∈F ‖ ∂
2H0(Λ)
∂Λ2 ‖≤ C5, supY ∈F,μ∈(0,μ2) |gradRμ(Y )| ≤ C1.
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c) 各 μ ∈ (0, μ2)に対して、集合

{v|λ(v) ∈ DΛ − δ3, (ξ, p, η, q)(v) ∈ Dξp,ηq − δ3}
はW+δ4を含む．ただしΛ, ξ, p, l, η, q = YμWである．ここでDΛ−δ3は変数Λ = Lambda1, . . . ,Λs

の s次元ユークリッド空間の点集合であって、その δ3 近傍とともに DΛ に含まれる．集合
Dξpηq − δ3も同様に定義される．

証明. B′をB′0 ⊃ Bなる惑星運動領域とする．W を (12.14)の形の任意の集合でW ⊂ Bなる
ものとする．補題 12.5Bおよび 12.4Fより、Bのみに依存する定数 δ2 > 0および δ > 0があっ
て、変数x, ẋの複素空間内のWの δ近傍は、補題 12.4Cで存在を保証されているB′∩K(e3, δ2)

の近傍に含まれる．補題 12.4Cおよび 12.4Fより、Bに依存する μ = 0の複素近傍 U ′
μがあっ

て、ポアンカレ変数 YμW がすべての μ ∈ U ′
μに対してW の複素 δ/2近傍で定義される．この

δ/2近傍内に、写像 Y −1
μW : Y → x, ẋによって変数 Y 空間のユークリッド計量から誘導される

計量はすべての μ ∈ U ′
μおよびW ∈ Bに対して同値である．

補題 12.5Cおよび 12.4Fより、定数 δ4 = δ4(B) > 0および開集合DΛおよびDξ,pηqがあって、
μ = 0に対して、集合

{v|λ(v) ∈ DΛ, (ξ, p, η, q)(v) ∈ Dξp,ηq}
はW + δ

4
に含まれ、W + 2δ4を含む．ただしΛ, ξ, p, l, η, q = YμW である．ゆえに主張 c)が出

る．第二の評価は補題 12.4Bと 12.4Fから出る．最初の評価および主張 a)は補題 12.4Dおよ
び惑星運動領域の定義から出る．これで補題 12.5Dが証明された．
関数H0 = H0(Λ)は座標超曲面Λi = 0(i = 1, . . . , s)の外では準凸である (準凸関数の定義は

1.11節参照)．ゆえに座標超曲面の外にある任意のコンパクトな集合には近傍があって、その
中ではH0は各急勾配指数が 1に等しいような急勾配関数である (1.11節参照)．次の補題はこ
のこと、補題 12.4E、12.5D、12.4Dおよび定理 4.4から出る．

12.5E. 補題. Bを任意の惑星運動領域とする．このとき正定数 C1, C2, μ3および δ4があって
次の性質を満たす．W は (12.14)の形の任意の集合でW ⊂ Bなるものとする．μは (0, μ3)の
任意の点、v(t), 0 ≤ t ≤ τ は μのこの値を持つ摂動系の任意の解で、その軌跡はW + δ4に完
全に含まれ、τ > 0は任意とする．このときすべての t ∈ [0,min[τ, T ]]に対して

|ai(v(t)) − ai(v(0))| < C2μ
b (i = 1, . . . , s)

である．ただし、bと T = T (C, μ)は (12.3)、(12.4)および (12.5)で与えられる．

12.6. 指数関数的に大きな時間区間における惑星の軌道長半径の長さ、および惑星の角運動量
の和の安定性.

12.6A. 補題. Bを惑星運動領域とする．このとき正定数 δ5 およびC3があって以下の性質を
満たす．μ > 0を任意の数とし、v(t), 0 ≤ t < τ は μのこの値を持つ摂動系の任意の解で、そ
の軌跡はB + δ3に完全に含まれ、τ > 0は∞もとれるとする．このときこの解上で、時刻 t

と初期値における惑星の角運動量の和N の差は μ程度の大きさの量によって抑えられる．す
なわち、

sup
t∈[0,τ)

|N(v(t)) −N(v(0))| < c3μ.
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証明. B′をB′0 ⊃ Bなる別の惑星運動領域とする．BとB′はコンパクトであるからρ(∂B′, B) >

0である．この距離を δ5ととる (?)．このとき仮定により、いま考えている解 v(t)の軌跡はB′

内にある．
GをOに関する摂動系の角運動量ベクトルとし、Giを i番目の惑星の角運動量としてG =∑s
i=0Giとし、G0を太陽の角運動量とする．B′はコンパクトであるから、(12.7)より定数C3 > 0

を見つけて

(12.15) max
v∈B′ |G0(v)| < C3

2
μ2.

とできる．非摂動系の角運動量GH はGiおよびN とGH = μN =
∑s
i=1Giで関係しているこ

とを思いだそう．(12.15)より、次を得る．

max
v∈B′′ |G−GH)| < C3

2
μ2.

ところがGは摂動系の第一積分である．ゆえに補題の主張が得られる．
W = W (α, ν)を (12.14)の形の集合とし、Bを惑星運動領域、OμWBを次式で与えられるW

の近傍とする．

OμWB = {v : |ai(v) − αi| < C2μb(i = 1, . . . , s), |N(v) − ν| < C3μ},

ここで b, C2 = C2(B)およびC3 = C3(B)は補題 12.5Eおよび 12.6Aで与えられる定数である．

12.6B. 補題. Bを惑星運動領域とする．このとき各 δ > 0に対して定数 μ4 = μ4(δ) > 0を見
つけて、各 μ ∈ (0, μ4)およびW ⊂ Bに対してOμWB ⊂W + δとできる．

12.6C. 定理 12.3の証明. これは補題 12.5E、12.6A、および 12.6Bから従う．
Bを惑星運動領域とする．C1, C2およびC3として補題 12.5Eおよび 12.6Aで存在を証明さ

れた定数をとる．δ = 1
2
min[δ4, δ5]として μ0 = min[μ3, μ4(δ)]ととる．ここで μ3, μ4(δ), δ4およ

び δ5は補題 12.5E、12.6Aおよび 12.6Bで存在を保証された量である．
定理 12.3を背理法で証明する．正しくないと仮定しよう．このとき μがある μ̄, μ̄ ∈ (0, μ0)

に等しい摂動系の解 v(t)があって、v(0) ∈ Bでありかつ以下の性質を持つ．W̄ を (12.14)の
形の集合で W̄ = W (ᾱ, ν̄) なるものとする．ここで ᾱ = a(v(0))および ν̄ = N(v(0))である．
このとき τ ∈ [0, T ]を見つけて、すべての t ∈ [0, τ)に対して v(t) ∈ Oμ̄W̄ b かつ v(t) ∈ ∂Oμ̄W̄ b

にできる．ここで ∂Oμ̄W̄ bは集合Oμ̄W̄ bの境界で、(12.15)で定義される．ところがこれは補題
12.5Eおよび 12.6Aに矛盾する．だから定理 12.3が証明された．
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