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この論文のタイトルは 3つの異なる分野, 微分幾何学, 力学系および固体物理における独立
な研究, しかも最近の数年間ますます興味を惹き活発になっている研究を頭に描いている．こ
の理論の対象はそれぞれ次の通りである．

(1) リーマン計量 (または対称フィンスラー計量)を持つ 2次元トーラス上の測地線．
(2) 円環の単調ねじれ写像の力学．
(3) 離散 Frenkel-Kontorovaモデル．

ケース (1)の結果はそれぞれ 1932年および 1924年のHedlund[26]およびMorse[43]にまで
遡るが, ケース (2)ではMather[35]により, ケース (3)ではAubry-LeDaeron[4]により, 最近独
立に結果が得られたばかりである．
この論文の主目的は, 完全な証明も含めてこれらの結果を概観することであり, また (1)-(3)

の問題の関係と相違点を記述することにある．証明を同じ根に属するようにするため,変分問
題を導入し, これをそれぞれの場合に解釈する．ここで述べる結果の大部分はすでに発表され
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た文献に記載されているが, ひとつだけ特記すべき例外がある．すなわち, 測地線の結果に関
する部分, とくに定理 (6.9)と (6.10)は新しい．これによってMorseおよびHedlundの仕事は
ある程度完成した．(1)と (3)の関係が判れば, これらの結果はAubry-LeDaeron[4]から出る．
歴史的な観点からすれば,幾何学的な問題設定において, HedlundとMorseは50年後にAubry

やMatherがそれぞれの分野で得た結果の多くを予期していたと思われる．しかしHedlundの
結果はまったく広まらなかった．おそらく, いまや問題の核心部分と思われている軌跡の順序
性 (測地線の場合は自己交差のないこと)がかれの仕事にあからさまに現われて来なかったか
らであろう．
ケース (1)では測地線を調べる．これをトーラスの普遍被覆上で考えると, その任意の 2点

の間の孤長は極小である．幾何学的には, この極小測地線はもっとも自然で興味深いものであ
る．Hedlund[26]とMorse[43]の結果を記述してそれを拡張し,極小測地線の集合を詳しく記述
する．平坦な場合,普遍被覆はユークリッド平面であり,極小測地線はアフィン直線である．幾
何学的に面白いのは直線の性質の多くが極小測地線へ一般化できることである．
ケース (2)では境界成分を保存する面積保存単調ねじれ写像ϕ : S1 × [0, 1] → S1 × [0, 1]を調

べる．このような写像は自由度 2のハミルトン系の横断面写像としてしばしば現われる．タイ
トル中の「マザー集合」は S1 × [0, 1]の特別なϕ不変部分集合である．この集合の面白さを説
明するために, このような写像の基本的力学問題を簡単に概観しよう．S1 ×{0}と S1 ×{1}を
分ける ϕ不変な閉曲線を見つけたい．このような曲線Cの存在は系 {ϕn}n∈Zの安定性に関係
する．つまりϕのどの軌道もCの一方の側にいて, 軌道は決して一方の境界からもう一方へは
行かない．実のところ逆も成り立つ．つまり, このような不変曲線がなければ, p ∈ S1 × (0, 1)

があって ϕn(p)は n → −∞のとき S1 × {0}に収束し, n → +∞のとき S1 × {1}に収束する．
バーコフの定理 (例えば [28], I, 3節参照)のこの拡張はMatherが変分的発想を改良して証明
した．これもこの論文で記述する．もっとも単純なねじれ写像は可積分ねじれ写像である．こ
の場合, 円環は閉不変曲線が葉層を為し, 各曲線の上で ϕは回転として作用する．KAM理論
によれば, 可積分なϕ0に十分Ck近接な写像ϕでは不変曲線の多くが生き残っている．もっと
詳しく言うと, αが有理数によって急速に近似されない限り, 不変曲線があって ϕはこの曲線
の上で αの回転に共役である．厳密な定式化に関しては [44], p.52(k ≥ 5)または [28], IV, 5節
(k ≥ 3 + ε)を参照されたい．一方両側の境界を分離する不変曲線がないような例もある (たと
えば (7.10)参照)．だから積分可能系から離れすぎると不変曲線は破壊され,無理数回転数αの
不変曲線の残骸としてマザー集合Mαがもっとも重要なものである．これらは「リプシッツ・
カントール曲線」である．詳しく言えば, Mα = {(ξ,Ψα(ξ)) | ξ ∈ Aα} である．ただし, Aαは
カントール集合であり, Ψα : Aα → (0, 1)はリプシッツである．[35]の結果 ([31]も参照)のも
う一つの証明を与える．9節では, [36]で得られたものに強く関係する例を構成する．

(3)の場合, 固体物理の 1次元モデルの極小エネルギー配置Frenkel-Kontorova モデルを調べ
る．8節で簡単な導入を行なう．3 - 5節で述べる結果は [4]で証明されたものと一致する．証
明は異なるが精神は同じである．やや弱い仮定を使う．
いくつかの技術的な問題を除いて (2)と (3)の力学の同値性はよく知られている．[4]および

[40]参照．母関数による (2)の軌道の記述に基づいている．(1)と (2) あるいは (3)の関係はそ
れほど明らかでなく,よく知られていない．一般に円環の面積保存写像によってトーラスの測
地流を記述できるような断面を見つけることができない．しかし, (3)のものに似た変分原理
によって極小流れを特徴づけることはできる．詳しいことおよびそれに関するコメントについ
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ては 1節, 6節や 7節の終わりを参照して欲しい．
これらの結果の証明はすべて初等的ではあるが, 分かりやすくないし, ときにトリックを用

いる．鍵となる材料は変分原理のZ2周期性であり, また軌道が配位空間において余次元 1で
あるために順序の議論ができる事実である．
最後に論文の構成について述べよう．1節で基本的変分原理を定義し, それを応用 (1) - (3)

とどのように適合させるかを概説する．2節ではDenjoyの円同相写像理論からいくつか初等
的事実をもってくる．3 - 5節では変分原理の極小軌跡に関する結果を証明する．これらの
結果を 6節で極小測地線に適合させ, 7節でねじれ写像のマザー集合に適合させる．8節では
Frenkel-Kontorovaモデルを簡単に記述し 3 - 5節の結果を物理用語に翻訳するための辞書を用
意する．9節では幾何学的な例および関係する結果を与える．最後の節では最近の発展のいく
つかを簡単に概観する．1 - 5節は初等的であって, 2節の円写像に関する簡単な事実を除いて
自己充足的である．6, 7および 9節では測地線および面積保存写像に関する知識が少し必要で
ある．

1. 変分問題
この節では 3 - 5節で調べる変分問題を定義する．それに続いて, 抽象的な問題設定を動機

づけるため, 序で述べたもっと具体的な問題をこの枠組みにどのように合わせるかを手短かに
示す．
いくつかの記法を固定することから始めよう．積位相を有する実数の両無限列の空間RZ =

{x|x : Z → R}を考える．要素 x ∈ RZを (xi)i∈Zとも書き, ときに軌跡と呼ぶ．列 xn ∈ RZが
x ∈ RZに収束するとはすべての i ∈ Zに対して limn→∞ xn

i = xiが成り立つことである．チホ
ノフの定理の以下のような単純版をしばしば利用する．その証明は対角線論法でできる．

(1.1) どの a ∈ RZに対しても集合 {x ∈ RZ | すべての i ∈ Zに対して |xi| ≤ ai}はコンパクト
である．

関数H : R2 → Rが与えられたとき, 軌跡 x ∈ RZの任意の有限切片 (segment) (xj , . . . , xk),

j < kへと

H(xj, . . . , xk) =
k−1∑
i=j

H(xi, xi+1)

によってHを拡張する．切片 (xj , . . . , xk)がHに関して極小であるとは,

H(xj , . . . , xk) ≤ H(x∗j , . . . , x
∗
k)

が xj = x∗j かつ xk = x∗kなるすべての (x∗j , . . . , x
∗
k)に対して成り立つときである．われわれに

興味があるのは以下の「大域的」極小条件である．

(1.2) 定義. x ∈ RZが (Hに関して) 極小であるのは xのどの切片も (Hに関して)極小のとき
である．

極小軌跡 x ∈ RZの集合をM = M(H)と書く．3 - 5節の目的はMをかなり完全に記述する
ことである．
明らかに, 結果を得るためにはHにいくつか条件を課す必要がある．全体を通してHは連

続であるとし, 以下の条件 (H1) − (H4)を満たすとする．これらの条件の動機づけもすぐに述
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べる．

(H1) 「周期性条件」: すべての (ξ, η) ∈ R2に対してH(ξ + 1, η + 1) = H(ξ, η).　

(H2) 「無限遠での条件」: ξに関して一様に lim|η|→∞H(ξ, ξ + η) = ∞.　

(H3) 「順序性条件」: ξ < ξ, η < ηなら

H(ξ, η) +H(ξ, η) < H(ξ, η) +H(ξ, η).

(H4)「横断性条件」: (x−1, x0, x1) �= (x∗−1, x
∗
0, x

∗
1)がともに極小でx0 = x∗0なら (x−1−x∗−1)(x1−

x∗1) < 0.

(1.3) 注意. Hが C2で (H1)を満たしD2D1H ≤ −δ < 0なら (H2) - (H4)はD2D1H ≤ −δか
ら出る．すなわち
(H2)を得るには頂点を (ξ, ξ), (ξ, ξ+η), (ξ+η, ξ+η)とする三角形の上で積分すればよく, (H3)

を得るには四角形 (ξ, η), (ξ, η), (ξ, η), (ξ, η) 上で積分すればよい．(H4)は η → D1H(ξ, η)およ
び ξ → D2H(ξ, η)の単調性から出る．

定義. H ∈ C2なら, x ∈ RZが停留 (stationary)であるとはすべての i ∈ Zに対してD2H(xi−1,

xi) +D1H(xi, xi+1) = 0のときである．

明らかに各 x ∈ MはHに関して停留である．
次の例は応用上, 平坦または可積分の状況に対応する.

(1.4) 例. H(ξ, η) = h(ξ− η)とする．ただし h : R → Rは狭義凸, すなわち h′′ > 0である．こ
のとき x = (xi)i∈Zが停留なのは

h′(xi−1 − xi) = h′(xi − xi+1) for all i ∈ Z,

のときである．ゆえにどの x0 ∈ Rおよびα ∈ Rに対しても, 停留軌跡 xi = x0 + iαがあり, ま
たどの停留軌跡もこの型である．これから容易にすべての停留軌跡が実は極小であることが出
る (定理 (7.7)参照).

われわれの結果はすべて極小軌跡の順序性に依存し, また極小性を保存するRZ上の Z2作
用に依存する．関係する概念を定義する．以下によってRZは半順序づけられる．

x < x∗であるための必要十分条件はすべての i ∈ Zに対して xi < x∗i .

(1.5) 定義. x ∈ RZと x∗ ∈ RZは
(a) xi = x∗i かつ (xi−1 − x∗i−1)(xi+1 − x∗i+1) < 0 なら i ∈ Zで交わる．
(b) (xi − x∗i )(xi+1 − x∗i+1) < 0なら iと i+ 1の間で交わる．

横断性条件 (H4)によれば, 軌跡 x, x∗ ∈ Mは交わるか比較可能 (x < x∗または x = x∗また
は x > x∗)である．次のような描像を持つことは有益である．すなわち, 各 x ∈ RZはそのグ
ラフ {(i, xi) | i ∈ Z} ⊂ Z× R ⊂ R2と同一視できる．
x ∈ RZのグラフの相続く点を R2の線分で結べばR2内の曲線が得られる．xと x∗が交わ

るのは, 対応する曲線が交わるときかつそのときのみである (図 1)．
とくに, どのように交点の数を数えるかは明らかである．関係する概念として次がある．
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図 1

(1.6) 定義. x ∈ RZと x∗ ∈ RZは

limi→−∞ |xi − x∗i | = 0ならα漸近であり,
limi→∞ |xi − x∗i | = 0ならω漸近であり,
α漸近かつω漸近なら漸近である．

順序保存同相写像によるRZ上の群Z2の作用 T がある．すなわち, (a, b) ∈ Z2および x ∈ RZ

なら次が成り立つ．
T(a,b)x = x∗ ただし x∗i = xi−a + b

xへの T(a,b)の作用は graph(x) ⊆ R2の (a, b) ∈ Z2だけの平行移動に対応する．同様に, 切片
間の交差について, また T(a,b)が jから kへの切片を j + aから k + aへの切片に写すことにつ
いて語ることができる．
応用では, T 軌道 {T(a,b)x|(a, b) ∈ Z2}の要素は同一視される．このことは次を動機づける．

(1.7) 定義. x ∈ RZが周期 (q, p) ∈ (Z\{0}) × Zで周期的なのは T(q,p)x = xのときである．

周期的 x ∈ RZの周期はZ2の巡回 (cyclic)部分群の非自明な要素である．その生成子は xの
素周期と呼ばれる．
ここでいくつかの初等的事実を述べよう．これは定義から直ちに得られ,今後引用なしに利

用する．周期性条件 (H1)の帰結として,どの切片x = (xj , . . . , xk), k > jおよびどの (a, b) ∈ Z2

に対してもH(x) = H(T(a,b)(x))である．とくにT(a,b)は極小切片を極小切片に写し, Mをそれ
自身の上に写す．Hの連続性からMはRZ内で閉じている．無限遠での条件 (H2)を使えば,

すべての (ξ, η) ∈ R2およびすべての j < kに対して, xj = ξ, xk = ηなる極小切片 (xj , . . . , xk)

が存在することを証明できる．(xj , . . . , xk)が極小なら, l ≥ j,m ≤ kなる部分切片 (xl, . . . , xm)

はどれも極小である．
次に序で述べた問題がどのように (H1)− (H4)を満たす関数を生じるかを記述する．詳細は

6-8節に譲る．もっとも直観的ではあるが技術的にもっとも込み入った場合から始めよう．

トーラス上の測地線
gはトーラス T 2 = R2/Z2のリーマン計量であるとする．すなわち, gはR2上の Z2周期

的リーマン計量であるとする．非定数測地線 c : R → R2が極小と言われるのはどの区間
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[a, b] ⊆ Rに対しても cの切片 c|[a, b]が c(a)と c(b)を結ぶ最短曲線のときである．だから定
義より, d̃を gによって誘導されるR2上の距離として, lengthg(c|[a, b]) = d̃(c(a), c(b))である．
極小測地線は最初にMorse[43](種数> 1のコンパクトな曲面を覆う計量に対して)によって研
究され, いま考えている場合はHedlund[26]によって研究された．gがユークリッド的 (つまり
g =一定)なら, 測地線 (直線)はすべて極小であって,これから示すように,直線の定性的性質
の多くが任意のZ2周期的 gに関する極小測地線に持ち込まれる．(H1) − (H4)を満たす関数
Hを捜して, Mが極小測地線集合に対応するようにする．最初の段階で, R2/Z2上の新しい座
標を導入して座標線 s→ (i, s), i ∈ Zが極小測地線になるようにできることを示す．これはそ
れほど明らかではない．6節の議論を参照して欲しい．このとき次を定義する．

(1.7) H(ξ, η) = d̃((0, ξ, ), (1, η)).

ここで p, q ∈ R2に対して次が成り立つ．

d̃(p, q) = inf{lengthg(γ) | γは pから qまでの曲線 }.

このHは連続であるが, 一般に必ずしもいたるところ微分可能ではない．すなわち, {0} × R

を {1}×Rに結ぶ測地線上の共役点の存在からHの 1階微分に不連続性がもたらされる．ユー
クリッド的な場合, H(ξ, η) = h(ξ − η) =

√
[1 + (η − ξ)2]である．一般に, Hは (H1)を満たす．

(0, 1) ∈ Z2だけの平行移動は gの等長写像 (isometry)だからである．性質 (H2)− (H4)は座標
系の選択の仕方からでる (6節参照)．次式に注意しよう．

(1.8) H(xj, . . . , xk) =
k−1∑
i=j

d̃((i, xi), (i+ 1, xi+1)).

これが成り立つのは, Z2不変性より, d̃((i, xi), (i+1, xi+1)) = d̃((0, xi), (1, xi+1))だからである．
ゆえにどの極小軌跡x ∈ M(H)も, すべての i ∈ Zに対して点 (i, xi)を通る極小測地線を決め
る．(1.8)より, (i, xi)から (i + 1, xi+1), i ∈ Zへの極小測地線の切片 ciはひとつのつながった
極小測地線 cをなす．
逆に, 極小測地線 c(s) = (ξ(s), η(s))と直線 {i} × R, i ∈ Zとの交点は, ξ(s)が全射であると

して, ある x ∈ M(H)を決める．この最後の条件はなんらかの座標変換 (ξ, η)によってつねに
満たされる (図 2)．

図 2
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だから極小測地線の研究はM(H)の研究と同値である．この測地線的解釈では, 3-5節の証
明の大部分は, 測地線の切片を角度 �= πでつなぎ合わせてできた曲線は両端をつなぐ最短の道
では有り得ないという単純な事実に依存している．

単調ねじれ写像
多かれ少なかれ定義より, 面積保存単調ねじれ写像 ϕ : S1 × [0, 1] → S1 × [0, 1]は次のよう

な仕方で母関数H : D ⊆ R2 → Rによって記述できる．

(1.9) ϕ(x0, y0) = (x1, y1) ⇔
{ −D1H(x0, x1) = y0

D2H(x0, x1) = y1

ここでDはR2内の閉帯であって, (1, 1) ∈ Z2だけの平行移動で不変であり, H ∈ C2は (H1)

を満たしD2D1H ≤ −δ < 0である．HをR2全体にC2拡張して (H1)− (H4)を満たすように
できる ((1.3)および 7節参照)．(1.9)は次を意味する．すなわち, 軌道 (ϕi(x0, y0))i∈ZはH に
関する停留軌道 x ∈ RZで (x0, x1) ∈ Dを満たすものに 1-1対応である．ϕの軌道で極小軌道
に対応するものをこれから議論する．これらは S1 × {0}を S1 × {1}から分離する ϕ不変な円
を成すか, あるいは序で述べたカントール集合を成す．H(ξ, η) = h(ξ − η)なら, 第二の座標が
ϕの積分であること, つまり, すべての y ∈ [0, 1]に対してϕ(S1 × {y}) = S1 × {y}であること
を意味する．ゆえに S1 × [0, 1]は不変円によって葉層されている ((7.5)(a)参照)．この場合, 変
分原理は興味深い軌道を整頓する (sort out)単なる道具であって, ほかの場合には極小性それ
自身に意味がある．

離散Frenkel-Kontorovaモデル
これは 1次元結晶の簡単なモデルである．すなわち, 1次元両無限粒子ばねが i番目の粒子

の位置 xi ∈ Rで記述される．だからRZは「モデルの状態」すべての集合である．すべての
i ∈ Zに対して, iおよび i + 1番目の粒子はばねポテンシャル 1

2
C(xi+1 − xi)

2で結合してい
る．ここでC > 0は i ∈ Zに依らない．その上, 周期ポテンシャル V (ξ) = V (ξ + 1)が粒子に
−Vi(xi)なる力を及ぼす．次を定義する．

(1.10) H(ξ, η) =
1

2
(C(ξ − η)2 + V (ξ) + V (η)).

するとHに関する停留軌道は, まさにモデルの平衡状態である．明らかにHは (H1)を満たし
またD2D1H = −C < 0であるから, (1.3)より (H1) − (H4)を満たす．物理の言葉で言えば,

調べたい極小軌跡 x ∈ M(H)は「極小エネルギー配置」である．ゆえにこの場合, 状態が極小
エネルギー配置にあるのは, 相隣る粒子の距離が i ∈ Zに依存しないときまたそのときのみで
ある．

2. 円同相写像の基本事実
3節では, どの極小軌跡も円同相写像の軌道であることを証明する．この節では極小軌跡を

もっと詳しく記述するために使われる円同相写像に関する初歩的な結果のいくつかを与える．
まずDenjoy理論の基礎を概観する．詳しい定式化は以下で与える．G+は円S1 = R/Zの方

向保存同相写像の群を表わすとする．どのϕ ∈ G+に対しても,ポアンカレ回転数α(ϕ) ∈ S1を
定義する．これは幾何学的にはϕがS1を「回転」させる「平均角度」と解釈できる．無理数の
α(ϕ)を持つ同相写像ϕ ∈ G+は有理数のα(ϕ)を持つものとは激しく異なる．α(ϕ) ∈ Q/Zのた
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めの必要十分条件はϕが周期点を持つことである．α(ϕ)が無理数なら, どの軌道 {ϕi(z)|i ∈ Z}
の極限集合も一意の最小の空でないS1の ϕ不変部分集合である．すなわち, ϕの一意の極小
集合である．これをRec(ϕ)と表わし, 点 z ∈ Rec(ϕ)を回帰的と呼ぶ．2つの可能性がある．

(i) どの軌道も S1内で稠密である．すなわちRec(ϕ) = S1．これが生じるのは, h ∈ G+があっ
て h ◦ ϕ ◦ h−1が α(ϕ)だけの回転であるとき, またそのときのみである．
(ii) Rec(ϕ)はカントール集合である．

Denjoyの定理 ([19]参照)より, ケース (i)が起こるのはϕがC1 微分同相写像であってϕ′が
有界変動のときである．しかし, われわれの応用の場合, 第二の場合の頻度が多い．
ここでも, また 4, 6, 7節でも回帰性に関するバーコフ [9]の概念 (コンパクトな場合, これは

極小集合の要素を意味する)は今日ほとんどの場合に使われる (一般にもっと弱い)回帰性の概
念と一致することに注意しよう．今日では, 点 pが回帰的であるとは, pが orbit(p)\{p}の閉包
に属するときである．
これからこれらの結果のいくつかをわれわれの応用にふさわしい形に詳しく定式化する．もっ

と詳しくまた証明を知りたい場合には [1], 3. 11節または [21], 27.2を参照されたい．実は, 以
下の補題 (2.3)の証明はこれらの陳述のいくつかをも証明している．

G̃+ = {f |f : R → Rは連続,狭義単調で, f(x+ 1) = f(x) + 1}

は同相写像 ϕ ∈ G+のRへの持ち上げ群を表わすとする．ポアンカレ回転数 α : G+ → S1は
次式で定義される持ち上げ α̃ : G̃+ → Rを持つ．

(2.1) α̃(f) := lim
|i|→∞

f i(x)

i
.

この極限は存在し x ∈ Rに依存しない．もっと正確に言うと, すべての i ∈ Zに対して, 周期
関数 ri(x) := f i(x) − x− iα̃(f)は次を満たす．

(2.2) |ri(x)| < 1 および ri(x0) = 0なる x0 ∈ Rが存在する.

とくに (2.1)と (2.2)は α̃(f) = (p/q) ∈ Qのための必要十分条件は, x0 ∈ Rが存在して f q(x0) =

x0 + pであることを意味している．α̃(f) ∈ R\Qなら次を定義する．

Rec(f) = {f i(x) + k|(i, k) ∈ Z2}の集積点の集合.

Rec(f)は x ∈ Rの選び方に依らず, (i, k)がN × Zに属するように制限すれば同じ集合を得
る．Rec(f)は周期的カントール集合であるか, Rec(f) = Rである．f が ϕ ∈ G+の持ち上げ
なら, Rec(f)はRec(ϕ)に射影される．
次の補題は 4節で決定的に使われる．

(2.3) 補題. f0 ∈ G̃+, f1 ∈ G̃+ および α̃(f0) = α̃(f1) = α ∈ R\Qを仮定する．このとき
Rec(f0) = Rec(f1) および f0|Rec(f0) = f1|Rec(f1)であるか, あるいは x0 ∈ Rec(f0)および
x1 ∈ Rec(f1)が存在して軌道 (f i

0(x0))i∈Z ∈ RZと (f i
1(x1))i∈Z ∈ RZは無限回交わる．
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証明. 無理数回転角 αを持つ同相写像 f ∈ G̃+の以下の基本的性質を使う．すなわち, どの
x0 ∈ Rに対しても, 写像

jα + k → f j(x0) + k (j, k) ∈ Z2

は狭義単調である ([21], 系 27.2.2参照)．対応する ϕ ∈ G+に対して, ϕの各軌道が, 角度 αの
S1の回転軌道と同じ順序で並んでいることをこれは意味する．関数 x+(f, x0) = x+ : R → R

および x− : R → Rを次式で定義する．

x+(t) = inf{f j(x0) + k | jα+ k > t},
x−(t) = sup{f j(x0) + k | jα + k < t}.

{jα + k|(j, k) ∈ Z2}がR内で稠密であることを使えば, x+と x−の以下の性質を証明するこ
とは容易である．

(a) x+と x−は狭義単調である．
(b) x+は右から連続であり, x−は左から連続である．
(c) x+と x−は同じ点で連続であり, その点で一致する．
(d) x±(t+ 1) = x±(t) + 1．
(e) f ◦ x±(t) = x±(t+ α).

(f) Rec(f) = x+(R) ∪ x−(R).

x+と x−が連続でなければ, (a)と (e)より, Rの可算稠密な部分集合上で跳びを持つ．x+ =

x− =: xが連続なら, (a), (d), (e)より, x ∈ G̃+かつ (x−1 ◦ f ◦ x)(t) = t+ αである．すなわち,

xは f を αの回転 (の持ち上げ)に共役にする．
そこで f0および f1に対して上のような x±0 と x±1 を選ぶ．2つの可能性がある．

(1) c ∈ Rがあって x−0 (t+ c) − x−1 (t)は符号を変える．
(2) すべての c ∈ Rに対して, 関数 x−0 (t + c) − x−1 (t)は符号を変えない．すなわち, t0 ∈ Rお
よび x−0 (t0 + c) < x−1 (t0)ならすべての t ∈ Rに対して x−0 (t+ c) ≤ x−1 (t)である．

(1)の場合, f0と f1の軌道があって無限回交わる．(b)と (d)より, 開区間 I1 �= ∅と I2 �= ∅が
あって次を満たす．

(∗) x−0 (t+ c) < x−1 (t) if t ∈ I1 mod Z

x−0 (t+ c) > x−1 (t) if t ∈ I2 mod Z

x0 = x−0 (c)および x1 = x−1 (0)を定義する．(f)より, x0 ∈ Rec(f0)および x1 ∈ Rec(f1)を得る．
(e)より次を得る．

f j
0 (x0) = x−0 (c+ jα), f j

1 (x1) = x−1 (jα),

{jα + k|(j, k) ∈ Z2}がR内で稠密であるから, 無限に多くの j ∈ Nがあって jα ∈ I1 mod Z

であり, 無限に多くの j ∈ Nがあって jα ∈ I2 mod Zである．(∗)によれば, これは (f j
0 (x0))j∈Z

と (f j
1 (x1))j∈Zが無限回交わることを意味する．

最後に, (2)の場合, 関数 x±0 と x±1 が位相の不定性を除いて一致することを証明しよう．次の
ように置く．

c0 = sup{c | x−0 (t+ c) ≤ x−1 (t) for all t ∈ R}.
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(b)によれば, すべての t ∈ Rに対して x−0 (t+ c0) ≤ x−1 (t)である．x−0 が t0 + c0において連続
で x−0 (t0 + c0) < x−1 (t0)なら, c1 > c0があって x−0 (t0 + c1) ≤ x−1 (t0)である．(2)より, これは
c0の定義に矛盾する．ゆえに x−0 が t + c0に関し連続である限り, x−0 (t + c0) = x−1 (t)である．
すると (a), (b)および (c)より, x±0 (t+ c0) = x±1 がすべての t ∈ Rに対して成り立つ．最後に,

(e)と (f)によれば, この場合, 主張のうち, 最初のものが成り立つ． �

3. 極小軌跡の回転数
この節では, どの周期 (q, p) ∈ (Z\{0})×Zに対しても周期的 x ∈ Mが存在することをまず

証明する．すると, どの x ∈ Mもなんらかの円写像 f ∈ G̃+の軌道であることがわかる．これ
により, どの x ∈ Mに対しても回転数を定義できる．最後に, どの実数もある x ∈ Mの回転
数になっていることを証明する．
証明は, 次に示す性質 (H3)および (H4)の簡単な, しかし基本的な帰結に決定的に依存する．

(3.1) 補題. 極小軌跡同士は高々一度しか交わらない．x ∈ M および x∗ ∈ Mが i ∈ Zで一致
するなら, xと x∗は i ∈ Zで交わる．

注意. (1) 極小切片に関しても同様の主張が成り立つ．
(2) 測地線に関しては, (3.1)の最初の主張は以下のよく知られた事実に対応する．すなわち,

同一点から出て交わる 2本の測地線は最初の交点を越えて最短では有り得ない．

証明. 第二の主張は横断性条件 (H4)から出る．最初の陳述を証明するために xと x∗が jと
j + 1の間および kと k + 1, j < kの間で交わるとする (Fig.3).
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Fig.3

片方または両方の交差が整数点で生じる場合も同様に取り扱える (補題 (3.9)の証明参照)．
切片 (xj , x

∗
j+1, . . . , x

∗
k, xk+1)と (x∗j , xj+1, . . . , xk, x

∗
k+1)を考える．順序性条件 (H3)を使えば次が

判る．
H(xj, x

∗
j+1, . . . , x

∗
k, xk+1) +H(x∗j , xj+1, . . . , xk, x

∗
k+1)

= H(xj, x
∗
j+1) +H(x∗j+1, . . . , x

∗
k) +H(x∗k, xk+1)

+H(x∗j , xj+1) +H(xj+1, . . . , xk) +H(xk, x
∗
k+1)

< H(x∗j , x
∗
j+1, . . . , x

∗
k+1) +H(xj, xj+1, . . . , xk+1)

これは切片 (xj , . . . , xk+1) (x∗j , . . . , x
∗
k+1)のうち少なくとも一方の極小性に矛盾する． �

補題 (3.1)の簡単な帰結として次を得る．

(3.2) 系. x ∈ Mおよび x∗ ∈ Mが同じ周期で周期的なら xと x∗は交わらない．x ∈ Mが極
小周期 (q, p)で周期的なら qと pは互いに素である．

証明. xと x∗ が同一の周期を持ち, 一度交わるなら, xと x∗ は無限回交わる．これは (3.1)

に矛盾する．x ∈ Mが極小周期 (q, p)で周期的であって, (a, b) ∈ Z2 および n > 1として
(q, p) = n(a, b)なら, T(a,b)x �= xである．xと T(a,b)xは交わらないから, T(a,b)x < xまたは
T(a,b)x > xである．帰納法により, T(q,p)x < xまたは T(q,p)x > xを得るが, これは仮定に反
する． �

次に, 我々の興味の対象がまったく自明ではないことを証明しよう．

(3.3) 定理. すべての (q, p) ∈ (Z\{0}) × Zに対して, 周期 (q, p)の x ∈ Mが存在する.

証明. q > 0と仮定できる. 証明の発想は,周期 (q, p)の軌跡の集合Pq,p = {x ∈ RZ|T(q,p)x = x}
を考え, 関数

Hq,p : Pq,p → R, Hq,p(x) = H(x0, . . . , xq)

を極小にすることである. Hq,pの極小の xの任意の切片が極小であること, つまり x ∈ Mを
証明する. Hq,pの極小のどのふたつも交差しないことを証明すれば, このことは容易に出る.

性質 (H1)と (H2)から明らかに, Hq,pはPq,p上で下限値Hmin
q,p を取る. Hq,pの極小xとx∗が交

わるとする. これは q ≥ 2のときのみ生じ得る. x+ ∈ RZおよび x− ∈ RZを x+
i = max{xi, x

∗
i }

および x−i = min{xi, x
∗
i }で定義する. すると x+も x−も (q, p)周期である. (H3)を使えば判る

ように,

(3.4) Hq,p(x
−) +Hq,p(x

+) ≤ Hq,p(x) +Hq,p(x
∗) = 2Hmin

q,p
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が成り立つ. xと x∗がある 0 ≤ i < qに対して iと i+ 1の間で交われば, 等号なしの不等式が
成り立つ. x−, x+ ∈ Pq,pであるから, (3.4)で等式が成り立ち, xと x∗は任意の 0 ≤ i < qに対
して iと i+ 1の間で交わることができない. 周期性により, xと x∗は任意の i ∈ Zに対して i

と i+ 1の間で交わることができない. ゆえに xと x∗が交わるならある iにおいて交わるはず
である. T(i−1,0)xも T(i−1,0)x

∗もHq,pの極小であるから i = 1で交わると仮定できる. この場合,

(H4)より, (x−0 , x
−
1 , x

−
2 )と (x+

0 , x
+
1 , x

+
2 )がともに極小であることはあり得ない. だから x−1 (また

は x+
1 )を動かしてH(x−0 , x

−
1 , x

−
2 ) (またはH(x+

0 , x
+
1 , x

+
2 ))を小さくできる. q ≥ 2であるから,

Pq,p内に x̃−(または x̃+)を見つけることができて, i = nq + 1, n ∈ Z以外では x−(または x+)

に一致し, 次を満たすようにできる.

(3.5) Hq,p(x̃
−) < Hq,p(x

−) (または Hq,p(x̃
+) < Hq,p(x

+))

ところが (3.4)は x−と x+がHq,pの極小であることを云っているから, これは (3.5)と矛盾す
る. ゆえに xと x∗は決して交わることができない. とくに,

(3.6) xがHq,pの極小なら, xは自分自身の任意の平行移動 T(j,k)x, (j, k) ∈ Z2と交わらない.

最後に, (3.6)からわれわれの主張が出ることを証明する. n ≥ 1, (q∗, p∗) = n(q, p)とし,

x ∈ Pq∗,p∗がHq∗,p∗の極小であると仮定する. だから (3.6)が (q, p)を (q∗, p∗)に置き換えて xに
適用できる. (3.2)の証明と同じように, これから x ∈ Pq,pが出る. これから次が結論できる.

(3.7) Hmin
q∗,p∗ = nHmin

q,p .

なぜなら, すべての x̃ ∈ Pq,pに対してHq∗,p∗(x̃) = nHq,p(x̃)だからである. 方程式 (3.7)によれ
ば, Hq,pのどの極小 xも, (q∗, p∗) = n(q, p)なるHq∗,p∗の極小である. とくに x ∈ Pq,pがHq,pの
極小なら,

(3.8) (x0, . . . , xnq)はすべての n ≥ 1に対して極小切片である.

xの周期性を使えば判るように, (3.8)により, xの任意の切片は極小である. つまり x ∈ Mで
ある. �

次の補題により, αまたはω漸近的であることは交わるのとほぼ同じことであることが判る.

(3.9) 補題. x ∈ Mと x∗ ∈ Mが αまたは ω漸近的であるとし, |xi+1 − xi|が i → −∞または
i→ ∞のとき有界であるとする. このとき xと x∗は交わらない.

注意. 系 (3.16)で見るように, x ∈ Mなら |xi+1 − xi|は必ず有界である.

図 4
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証明. xと x∗が i ∈ Zで交わるという仮定の下で xと x∗が ω漸近的である場合を扱う. 残り
の場合は同様に扱える.

(H4)と (xi−1 − x∗i−1)(xi+1 − x∗i+1) < 0より, (xi−1, xi, x
∗
i+1)と (x∗i−1, xi, xi+1)がともに極小に

なることはない. ゆえに xiと x̃iがあって次を満たす.

H(xi−1, xi, x
∗
i+1) +H(x∗i−1, x̃i, xi+1) < H(xi−1, xi, x

∗
i+1) +H(x∗i−1, xi, xi+1).

xi = x∗i を使って次を得る.

(3.10) H(xi−1, xi, x
∗
i+1) +H(x∗i−1, x̃i, xi+1) < H(xi−1, xi, xi+1) +H(x∗i−1, x

∗
i , x

∗
i+1).

一方, (xi−1, . . . , xj+1)と (x∗i−1, . . . , x
∗
j+1)の極小性は次を意味する.

(3.11)
H(xi−1, xi, x

∗
i+1) +H(x∗i+1, . . . , x

∗
j ) +H(x∗j , xj+1)

≥ H(xi−1, xi, xi+1) +H(xi+1, . . . , xj) +H(xj, xj+1)

および

(3.12)
H(x∗i−1, x̃i, xi+1) +H(xi+1, . . . , xj) +H(xj, x

∗
j+1)

≥ H(x∗i−1, x
∗
i , x

∗
i+1) +H(x∗i+1, . . . , x

∗
j ) +H(x∗j , x

∗
j+1)

(3.11)と (3.12)を加えると,

lim
j→∞ |H(x∗j , xj+1) −H(x∗j , x

∗
j+1)| = 0 = lim

j→∞ |H(xj, x
∗
j+1) −H(xj , xj+1)|

が成り立つという条件の下で (3.10)と矛盾する結果を得る. 上式の最初の等式に対する証明を
与えよう. (H1)を使うと次のように書ける.

|H(x∗j , xj+1) −H(x∗j , x
∗
j+1)| = |H(x∗j − kj, xj+1 − kj) −H(x∗j − kj, x

∗
j+1 − kj)|．

ただし kj ∈ Zは 0 ≤ x∗j − kj < 1を満たす. 前提より, |xj+1 − kj |と |x∗j+1 − kj|は j → ∞のと
き有界である. そこで

lim
j→∞

|H(x∗j , xj+1) −H(x∗j , x
∗
j+1)| = 0

は limj→∞ |xj − x∗j | = 0であることとコンパクト集合上でのHの一様連続性から従う. �

次の定理は極小軌跡の基本的性質の一つを述べる.

(3.13) 定理. x ∈ Mとする. このとき xと T(a,b)xは任意の (a, b) ∈ Z2に対して交わらない.

注意. (3.13)は次のようにも表せる. すなわち, x ∈ Mとする. このときBx = {T(a,b)x|(a, b) ∈
Z2}は全順序である.

証明. a = 0なら陳述は自明に成り立つ. xと x∗ = T(a,b)xが交わると仮定する. 交点が 0また
は 0と 1の間で起こるとしても一般性は失わない. 補題 (3.1)によれば xと x∗は二度と交わら
ない. 必要なら xと x∗を取り替えて, 次が成り立つと仮定できる.

x∗j < xj for j < 0 かつ x∗j > xj for j > 0.
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a > 0の場合を証明する. a < 0の場合は同様に扱える.

上の式は次を意味する. どの j ≤ 0に対しても, 列

v ∈ N → xj−va + vb

は減少列であり, どの j > 0に対しても, 列

v ∈ N → xj+va − vb

は減少列である.

xを, 周期 (a, b)かつ x0 < x0なる x ∈ Mと比較する. このような xを得るには (3.3)を使
い, 必要なら平行移動 T(0,j)を行なう. (a < 0の場合, 増大列になるから, 周期 (a, b)で x0 > x0

を満たす x ∈ Mと比較する.) 補題 3.1より, j ≤ 0に対して xj < xjであるか, j ≥ 0に対して
xj < xjである.

j ≤ 0に対して xj < xjの場合を扱おう. j ≥ 0に対して xj < xjの場合もまったく同様であ
る. j ≤ 0のとき, 列 v → xj−va + vbは減少列であって, 下から xj−va + vb = xj によって抑え
られている. ゆえに

x̃j : lim
v→∞(xj−va + vb) = lim

v→∞(T(va,vb)x)j

が j ≤ 0に対して存在し, x̃j−a + b = x̃j である. (x̃j)j≤0の周期性より, xも x∗も (x̃j)j≤0に α

漸近であること, また |xi+1 − xi|は j → −∞のとき有界であることが簡単に結論できる. いま
や (3.9)は xと x∗が交わるという仮定に矛盾する.

図 5

Bx = {T(a,b)x | (a, b) ∈ Z2}の閉包をBxで表し, 射影 x→ xiを pi : RZ → Rで表す. 明らか
に piは連続, 開かつ順序保存である.

(3.14) 補題. x ∈ Mとする. このときBxは全順序集合である. 射影 p0はBxを同相的にRの
閉部分集合の上に写す.

証明. 最初の主張は (3.13)から容易に出る. ゆえに p0|Bxは 1対 1であり, p0|Bx : Bx → p0(Bx)

は同相写像である. 残るのは p0|Bxが閉であることを示すことである. xn ∈ Bxが列であっ

14



て, xn
0 = p0(x

n) が収束するとする. a ∈ Zと b ∈ Zを選んで, すべての n ∈ Nに対して
x0 + a < xn

0 < x0 + bとする. Bx は全順序であるから, これはすべての n ∈ Nに対して
T(0,a)x < xn < t(0,b)xを意味する. ところでチホノフの定理の簡易版 (1.1)から xnの収束部分
列が与えられる. その極限 x∗はBx内にあり, p0(x

∗) = limn→∞ p0(x
n)である. �

さてこの節の主結果を証明する段になった.

(3.15) 定理. どの x ∈ Mに対しても, 円写像 f ∈ G̃+ があって, すべての i ∈ Zに対して
xi+1 = f(xi)である.

G̃+の定義は 2節を参照

証明. はじめに閉集合 A := p0(Bx)上で f を f := p1 ◦ (p0|Bx)
−1で定義する. あるいは同じ

ことであるが, x∗ ∈ Bxのとき f(x∗0) := x∗1とする. (3.14)より, f は Aからそれ自身の上へ
の狭義増加同相写像である. 明らかに, f はすべての t ∈ Aに対して f(t + 1) = f(t) + 1を
満たす. f を Aから Rへ affine的に拡張する. すなわち, R\A = ∪(an, bn)なら, t ∈ [0, 1]

に対して f((1 − t)an + tbn) := (1 − t)f(an) + tf(bn). 簡単にわかるように, f ∈ G̃xおよび
f(xi) = f((T(−i,0)x)0) = xi+1である. �

(3.15)を円写像の結果 (2.1)および (2.2)と合わせて次を得る.

(3.16) 系. 次の性質を持つ連続写像 α̃ : M → Rが存在する.

(a)すべてのx ∈ M, i ∈ Zに対して, |xi−x0−iα̃(x)| < 1である. とくに α̃(x) = lim|i|→∞ xi/i

である.

(b) x ∈ Mが (q, p)周期的なら, α̃(x) = p/q である.

(c) α̃は T の下で不変である. すなわち, すべての (a, b) ∈ Z2に対して α̃(T(a,b)x) = α̃xで
ある.

注意. α̃(x)を x ∈ Mの回転数と呼ぶ.

証明. x ∈ Mに対して, (3.15)に応じて f ∈ G̃+を選び, α̃ := α̃(f)を定義する. すると, (a)は
(2.1)および (2.2)から出る. とくに α̃(x)はよく定義されている. α̃の連続性や (b),(c)は (a)か
らただちに出る. �

(3.16)と結ぶと, 存在性の結果 (3.3)から簡単に次が出る.

(3.17) 定理. すべての α ∈ Rに対して, 集合Mα := {x ∈ M | α(x) = α} は空でない.

証明. (3.3)および (3.16)(b)より, α ∈ QならMα �= ∅であることを知っている. 列 αn ∈ Qを
選んで, limαn = αかつ xn

0 ∈ [0, 1]として xn ∈ Mαnを満たすようにする. すると, あるC > 0

に対して |αn| ≤ Cである. (3.16)(a)より次の見積もりを得る.

|xn
i | ≤ 2 + |i|C for all n ∈ N, i ∈ Z.

さて (1.1)から列 xnの集積点 x∗ ∈ Mが与えられる. α̃の連続性より, α̃(x∗) = αを得る. �
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(3.16)のさらに 2, 3の帰結に注意する. (a)によれば, どの x ∈ Mαも傾きαでほぼ線形に増
大する. とくに, x ∈ M, x∗ ∈ Mで α̃(x) �= α̃(x∗)なら, xと x∗はちょうど一度交わる. (3.17)

の証明によれば,

(3.18)

どのC > 0に対しても,
集合 {x ∈ M | |x0| ≤ Cおよび |α̃(x)| ≤ C}

はコンパクトである.

最後に, (3.15)に出てくる円写像 f ∈ G̃+は, H が C2であって (H1)を満たし, D2D1H < 0

なら双リプシッツであることを注意しておく. 実は, これが成り立つのは極小軌跡に対して
だけではない. すなわち, N は軌跡 x = (xi)i∈Z ∈ RZ の T 不変集合であって, 各軌跡は
H に関して停留, つまり D2H(xi−1, xi) + D1H(xi, xi+1) = 0がすべての x ∈ N およびすべ
ての i ∈ Zに対して成り立つとする. N のどのふたつの要素も交わらないとする. すると,

p0|N : N → p0(N ) =: B ⊆ Rは 1対 1であって, p1 ◦ (p0|N )−1 : B → B, x0 → x1 が定義され
る. 次を証明しよう.

(3.19) 写像 f := p1 ◦ (p0|N )−1 : B → Bは双リプシッツである.

証明. まず, |x1 − x0|と |x0 − x−1|がすべての x ∈ N に対して一様有界であることに注意する.

ある x̃ ∈ N を固定すると, |x1 − x0| ≤ |x̃1 − x̃0| + 1および |x0 − x−1| ≤ |x̃0 − x̃−1| + 1である.

そこで xと x̃をN の任意の要素とする. (H1)とN の T 不変性より, 0 ≤ x0 ≤ x̃0 < 2の場合
を考えれば十分である. このとき x−1 < x̃−1, x1 < x̃1であり, 上で述べた一様有界性より, 点
x−1, x0, x1, x̃−1, x̃0, x̃1はすべてあるコンパクトな区間 Iに含まれる. 仮定により, δ > 0および
L > 0が存在して, I × I上でD2D1H ≤ −δ < 0であり, I × I上でD1H,D2Hは定数Lを持つ
リプシッツ関数である. このとき次のように見積もることができる.

δ((x̃−1 − x−1) + (x̃1 − x1))

≤ D2H(x−1, x0) −D2H(x̃−1, x0) +D1H(x0, x1) −D1H(x0, x̃1)

= −D2H(x̃−1, x0) +D2H(x̃1, x̃0) +D1H(x̃0, x̃1) −D1H(x0, x̃1)

≤ 2L(x̃0 − x0).

これで主張が証明された. �

4. 無理数回転数を持つ極小軌跡集合の構造
この節では, α ∈ R\Qに対してMαを調べる. 定理 (3.17)によれば, Mα は空でない. 一

見, Mαの構造が次の意味で複雑であるように見える. Mα内にたくさんの極小軌跡があって
それらの T 軌道の閉包Bxはペアごとに素である。 各Bxの構造は, Bxが円写像の軌道の閉
集合であることにより単純であるが, Mα全体の構造は非常に複雑であろう. しかし, こうい
うことがすべて起こるわけではない. Mαは単一の円写像によって記述可能であり, とくにど
のBx ⊆ MαもMα内の回帰軌跡の集合Mrec

α を含む.

Mrec
α :=

{
x ∈ Mα | ki ∈ Z2\{0}が存在して x = lim

i→∞
Tki
x
}
.

決定的な結果は次のとおりである.
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(4.1) 定理. αは無理数であるとする. このときMαは全順序集合である.

証明. (3.15)にしたがって x ∈ Mαと f ∈ G̃+を選ぶ. すなわち, すべての i ∈ Zに対して
xi = f i(x0). まず fのどの回帰軌道もMα 内にあること, つまり, x∗0 ∈ Rec(f)ならx∗i = f i(x∗0)
がMαの要素を定義することを示したい. 2節によれば, 列 (in, kn) ∈ Z2があって次を満たす

x∗0 = lim
n→∞(xin + kn).

すると
x∗i = f i(x∗0) = lim

n→∞ f
i(xin + kn) = lim

n→∞(xin+i + kn)

であるから, x∗ = limn→∞ T(−in,kn)x ∈ Mαである. さて x0と x1がMα内にあるとし, f0, f1は
G̃+内の対応する写像とする. 補題 (3.1)より, 極小軌跡は一度だけ交わる. だからいままでの
議論からわかるように, f0と f1の回帰軌道はどのふたつも一度より多くは交われない. ゆえ
に, 補題 (2.3)から f0と f1はRec(f0) = Rec(f1) において一致する. だから, x0

0 ∈ Rec(f0)かつ
x1

0 ∈ Rec(f1)なら, 軌跡 x0と x1は交わらない. 一般の場合, x±0 , x
±
1 : R → Rは (2.3)において

軌道 x0
j = f j

0 (x0
0)および x1

j = f j
1 (x1

0) から構成した狭義増加写像を表すとする. (2.3)の証明に
よれば, c ∈ Rが存在して, すべての t ∈ Rに対して x±0 (t+ c) = x±1 (t)である. x±0 と x±1 の定
義より,

x−0 (jα) ≤ x0
j ≤ x+

0 (jα)

および
x−1 (jα) ≤ x1

j ≤ x+
1 (jα).

ゆえに x0と x1は c = 0のときのみ, つまり x±0 = x±1 のときのみ交わることができる. ところ
が, この場合 x0と x1は漸近的である. というのは

∑
j∈Z

|x1
j − x0

j | ≤
∑
j∈Z

(x+
0 (jα) − x−0 (jα)) ≤ x+

0 (0) − x+
0 (0) = 1

だからである. だから補題 (3.9)より x0と x1は交わらない. �

定理 (4.1)の帰結のいくつかを挙げよう. これらによってα ∈ R\Qに対するMαの詳しい
描像が得られる.

(4.2) α̃(f) = αなる円写像 f ∈ G̃+および閉 f 不変集合Aα ⊆ Rがあって, MαはAα内に含
まれる f の軌道からなる. つまり, x ∈ Mαのための必要十分条件は x0 ∈ Aα およびすべての
i ∈ Zに対して xi = f i(x0)なることである. 射影 p0はMαを同相的にAαの上に写す.

f の構築については (3.15)および (3.14)参照.

(4.3) 極小軌跡 x ∈ Mαが回帰的であるための必要十分条件はx0が f の回帰点であることで
ある. つまり, p0(Mrec

α ) = Rec(f)なることである. 次の二者択一がある.

(a) Rec(f) = R. このときどの ξ ∈ Rに対しても x ∈ Mrec
α があって, x0 = ξで

ある. その上, Mrec
α 内の列 xnが x ∈ Mrec

α に収束するなら, この収束は一様
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である. つまり, どの ε > 0に対しても, n0 ∈ Nがあって, すべての n ≥ n0

およびすべての i ∈ Zに対して |xn
i − xi| < εである.

(b) Rec(f)がカントール集合. この場合, Mrec
α 内に 3種類の異なる軌跡が存在

する.

Mrec
α の要素によって上からも下からも近似できるx ∈ Mrec

α の集合がある.

この集合は連続濃度を持ち, Rec(f)内の点でR\Rec(f)の成分の端点でな
いものに対応する. 最後に, Mrec

α の要素によって上からのみあるいは下から
のみ近似できる x ∈ Mrec

α の集合がある. これらは可算集合であって,

R\Rec(f)の成分の右または左の端点に対応する. x ∈ Mrec
α および x∗ ∈

Mrec
α が漸近的であるための必要十分条件は x0と x∗0がR\Rec(f)のある成

分の端点になっていることである. この場合,
∑

i∈Z |xi − x∗i | ≤ 1が成り立
つ. Mrec

α 内の収束は決して一様でない.

これらの事実は (4.1),(4.2)を 2節の最初の部分で記述した円写像の結果と合わせて得られる.

9節で見るように, すべての α ∈ R\Qに対してMrec
α がカントール集合であることは決して例

外的なことではない. (4.3)の最後の陳述をもっと詳しく述べよう.

(4.4) Mrec
α がカントール集合に同相であるとする. 次を定義する.

aα := max{|xi − x∗i | | x ∈ Mrec
α と x∗ ∈ Mrec

α が漸近的, i ∈ Z}.

x ∈ Mrec
α , x ∈ Mrec

α が漸近的でなく, x < xなら

inf(xi − xi) > 0, lim sup
i→∞

(xi − xi) > aα および lim sup
i→−∞

(xi − xi) > aα

証明. f に対して (2.3)と同じように関数 x±を選ぶ. すると aα = max(x+(t) − x−(t))である.

c ∈ R, c ∈ Rが存在して次を満たす.

xi = x+(iα + c) または xi = x−(iα + c)

および
xi = x+(iα + c) または xi = x−(iα + c).

われわれの前提よりc < cである. x±の性質 (2.3)(a), (c)および (d)を使えば, x−(t+c)−x+(t+c)

が下からある δ > 0によって抑えられていると言える. ゆえに, inf(xi − xi) ≥ δ > 0である.

t0 ∈ Rを選んで x+(t0) − x−(t0) = aαとする. {iα + k | (i, k) ∈ N × Z}はR内で稠密であ
るから, 列 (in, kn) ∈ N × Z があって, in → ∞, inα − kn + c < t0 < inα − kn + c, および
lim(inα− kn + c) = t0を満たす. このとき次が成り立つ.

lim
n→∞(xin − xin) ≥ aα + δ.

i→ −∞の場合の証明も同様である. �

(4.5) どの x ∈ Mrec
α も周期的極小軌跡で近似できる.
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証明. M̃α ⊆ Mαは近似可能な x ∈ Mαの集合を表すとする. このとき M̃αは閉かつ T 不変
である. (3.17)で実際 M̃α �= ∅であることを証明した. ゆえにMrec

α ⊆ M̃α である. �

(4.6) どの x ∈ Mα\M̃α に対しても, x ∈ Mrec
α および x ∈ Mrec

α があって x < x < xであり,

また xと xは漸近的である.

これが可能であるから, 図 6は α ∈ R\Q および p0(Mα) �= Rの場合のMαを描いている.

破線は x ∈ Mα\Mrec
α を表す.

Mαのこの定性的記述に欠けているのは, Mα\Mrec
α の大きさに関して多くを語らないこと

である. 生成的なHの場合にほとんどの α ∈ R\Q に対してMrec
α = Mαであることが期待で

きる. 9節の最後参照.

Fig.6

この時点で,序で述べた不変曲線の問題について簡単に注意しよう. 我々の設定では, 不変曲
線の存在は p0(Mα) = R の場合に対応する. 可積分の場合はH(ξ, η) = h(ξ− η)の形の関数H

に対応する. (1.4)参照. 序で述べたKAM理論の結果によれば, p0(Mα) = RかつMrec
α = Mα

であるのはH が可積分のH に十分 Ck+1近接のときであり, また αが有理数によって急速に
近似されないときである.

一般の場合, J. Mather[38]の判定条件があって, 物理学的動機の「Peierlのエネルギー障壁」
([40], §14参照)に深く関係している. これはいまの設定に適応させることができる. すなわち,

r = (p/q) ∈ Qとし, pと qは互いに素であるとする. (3.3)で導入した記法を使って, ΔHrは, ど
の周期的x0, x1 ∈ Mrも, Hq,p(x

t) ≤ Hq,p(x
0)+εを満たす (q, p)周期的要素xt ∈ Pq,pの連続族xt

によって結ぶことができるような ε > 0の下限を表すとする (?). (5.1)よりHq,p(x
0) = Hq,p(x

1)

であることに注意する. このときどの α ∈ R\Qに対しても, 極限 limr→α ΔHr := ΔHα が存在
し, p0(Mα) = Rであるための必要十分条件はΔHα = 0なることである.

5. 有理数回転数を持つ極小軌跡集合の構造
この節では αが有理数の場合, つまり pと qを互いに素として α = p/qの場合のMαを調べ

る. Mα 内の周期軌跡の集合Mper
α から始める. Mper

α の基本的性質は 3節の結果から出る.

(5.1) 定理. Mper
α は空でなく, 閉全順序集合である. どの x ∈ Mper

α も極小周期 (q, p)を持
つ. x ∈ Mper

α なら xはHq,p : Pq,p → Rの極小である. とくにすべての x ∈ Mper
α に対して

Hq,p(x) = Hmin
q,p である.

Pq,p = {x ∈ RZ | T(q,p)x = x}, Hq,p(x) = H(x0, . . . , xq)であったことを思い出そう.

証明. (3.3)によればMper
α �= ∅ である. (3.2)の第二の主張によれば, どの x ∈ Mper

α も極小周
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期 (q, p)を持つ. (3.2)の第一の主張より, Mper
α は全順序集合である. (5.1)の最後の主張は背

理法で証明する. x ∈ Pq,pおよび x∗ ∈ Mper
α があって次を満たすとする.

ε := H(x∗0, . . . , x
∗
q) −H(x0, . . . , xq) > 0.

n ∈ Nを十分大きく選んで nε > H(x∗0, x1) − H(x0, x1) + H(xq−1, x
∗
q) − H(xq−1, xq)にする.

H(xq−1, x
∗
q) = H(xnq−1, x

∗
nq)およびH(xq−1, xq) = H(xnq−1, xnq)を使って次を得る.

H(x∗0, x1, . . . , xnq−1, x
∗
nq) < H(x0, x1, . . . , xnq−1, xnq) + nε = H(x∗0, . . . , x

∗
nq)

これは x∗の極小性に反する. �

Mper
α のふたつの要素が隣り合うと言われるのはこのふたつの間にMper

α の要素がないとき
である.

(5.2) 定義. x− < x+をMper
α の隣り合う要素とする. このとき

M+
α (x−, x+) := {x ∈ Mα | xは x−にα漸近的かつ x+にω漸近的 }.

M−
α (x−, x+) := {x ∈ Mα | xは x−にω漸近的かつ x+にα漸近的 }.

M+
α (またはM−

α )は隣り合う要素の組 (x−, x+)すべてにわたる集合M+
α(x−, x+)

(またはM−
α (x−, x+))の和を表すとする.

注意: (3.9)より, どの x ∈ M−
α (x−, x+) ∪M+

α (x−, x+) も x− < x < x+を満たす.

次にどの x ∈ Mα\Mper
α も隣り合う周期的極小に α(または ω)漸近的であることを証明し

よう.

(5.3) 定理. αが有理数なら, MαはMper
α ,M+

α , およびM−
α の素な和 (disjoint union)である.

証明. x ∈ Mα\Mper
α とする. 隣り合うx−とx+を得るために, (5.3)に対応する有理数回転数を

持つ円写像の性質を利用する. (3.15)によれば, f ∈ G̃+があって f(xi) = xi+1を満たす. このと
き α̃(f) = α = p/qである. (2.2)におけるように,周期関数rq := f q(t)−t−pを考える. x �∈ Mper

α

であるから, rq(x0) �= 0, たとえば rq(x0) > 0を得る. (2.2)に従うと, x−0 および x+
0 が存在して

rq(x
−
0 ) = rq(x

+
0 ) = 0, x0 ∈ (x−0 , x

+
0 )および rq|(x−0 , x+

0 ) > 0である. これは列 {fnq(x0)−np}n∈Z

が狭義増加であること, および limn→∞(fnq(x0) − np) = x+
0 , limn→−∞(fnq(x0) − np) = x−0 を

意味する. x+および x−を x+
i := f i(x+

0 )および x−i := f i(x−0 )で定義すると, T(q,p)x
+ = x+,

T(q,p)x
− = x−および limn→∞ T(−nq,−np)x = x+, limn→−∞ T(−nq,−np)x = x−が成り立つ. ゆえに,

x− ∈ Mper
α , x+ ∈ Mper

α かつ x− < x < x+である. その上, すべての 0 ≤ j ≤ qに対して次が成
り立つ.

lim
n→∞ |xj+nq − x+

j+nq| = lim
n→∞ |xj+nq − np− x+

j | = lim
n→∞ |(T(−nq,−np)x)j − x+

j | = 0.

ゆえに xは x+に ω漸近であり, 同様に xは x−に α漸近である. rq(x0) < 0なら, 同様の証明
法によってMper

α 内で x− < x+が与えられ, xは x−に ω漸近, x+に α漸近となる. 残るのは,
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x−と x+が隣り合っていることを証明することである. x∗ ∈ Mper
α が存在して x− < x∗ < x+

であると仮定する. このとき xと x∗は, たとえば i− 1と iの間で交わる (図 7参照). xと x∗が
ある i ∈ Zで交わる場合は同様に証明できる.

j > iに対して, 切片 (x̃i−1, . . . , x̃j+q)を x̃i−1 := xi−1, x̃m := x∗m, i ≤ m ≤ i + q − 1,

x̃m := xm−q + p, i+ q ≤ m ≤ j + q − 1および x̃j+q := xj+qと定義する. 示したいのは, 十分大
きな jに対して, xの極小性に反して次が成り立つことである.

(5.4) H(xi−1, . . . , xj+q) < H(xi−1, . . . , xj+q)

上の定義に従えば,

H(x̃i−1, . . . , x̃j+q) = H(xi−1, x
∗
i ) +H(x∗i , . . . , x

∗
i+q) −H(x∗i+q−1, x

∗
i+q)

+H(x∗i+q−1, xi + p) +H(xi, . . . , xj−1) +H(xj−1 + p, xj+q).

xと x∗は i− 1と iの間で交わり, また x∗は (q, p)周期的であるから, 次を得る.

H(xi−1, xi) > H(xi−1, x
∗
i ) +H(x∗i−1, xi) −H(x∗i+q−1, x

∗
i+q)

これをひとつ前の式に入れると, ある ε > 0に対して次が成り立つ.

Fig.7

(5.5)
H(x̃i−1, . . . , x̃j+q) = H(xi−1, . . . , xj−1) +H(x∗i , . . . , x

∗
i+q)

+H(xj−1 + p, xj+q) − ε.

xは x+ ∈ Mper
α に ω漸近であるから, 簡単にわかるように,

(5.6) lim
j→∞

|H(xj−1, xj) −H(xj−1 + p, xj+q)| = 0.

および
lim
j→∞ |H(xj , . . . , xj+q) −H(x+

0 , . . . , x
+
q )| = 0.

(5.1)の最後の主張より, H(x+
0 , . . . , x

+
q ) = H(x∗i , . . . , x

∗
i+q)であるから

(5.7) lim
j→∞

|H(xj, . . . , xj+q) −H(x∗i , . . . , x
∗
i+q)| = 0.
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さて (5.5), (5.6), および (5.7)は j が大きいとき (5.4)が成り立つことを意味する. ゆえに
x∗ ∈ Mperで x− < x∗ < x+なるものは存在し得ない. つまり, x−と x+は相隣る. �

最後に存在の問題を考えよう.

(5.8) 定理. x− < x+はMper
α の相隣る要素とする. このときM+

α (x−, x+)もM−
α (x−, x+) も空

でない.

証明. αn ∈ Rを選んで αn > α, limαn = αかつ xn ∈ Mαn とする. xnの平行移動をうまく選
んで x ∈ M+

α (x−, x+)に収束するようにさせたい. ε := mini∈Z(x+
i − x−i )と置く. 次を満たす

i(n) ∈ Zを選ぶ.

xn
i ≤ x−i + ε

2
for i < i(n) および xn

i(n) > x−i(n) + ε
2
.

これが可能なのはαn > αだからである ((3.16)(a)参照). k(n) ∈ Zを j(n) := i(n) + k(n)q ∈
{0, . . . , q − 1}で定義し, x̃n := Tk(n)(q,p)x

nと置く. このとき次を得る.

x̃n
i = xn

i−k(n)q + k(n)q ≤ x−i + ε
2

for i < j(n),

および
x̃n

i > x−i + ε
2

for i > j(n).

(3.18)より, x̃nの収束部分列があって x ∈ Mαを極限とすると結論できる. j ∈ {0, . . . , q − 1}
がこの部分列において j(n)として無限回現れるなら, 次が成り立つ.

xi ≤ x−i + ε
2
< x+

i for i < j および xj ≥ x−j + ε
2
> x−j .

(5.3)によれば, これは x ∈ M+
α (x−, x+)を意味する. 列 αn < α, limαn = αから出発して

x ∈ M−
α (x−, x+)を得る. �

定理 (5.1), (5.3)および (5.8)より, α = (p/q) ∈ QなるMαに対して次のような描像を得る.

射影 p0によってMper
α を閉部分集合Aper

α ⊆ Rと同一視できる. 例外的な場合Aper
α = R,すなわ

ち, どの ξ ∈ Rに対しても x ∈ Mper
α があって x0 = ξとなる場合がある. このときMα = Mper

α

は全順序である. そうでなければ, Mper
α 内に隣り合う要素が存在してM+

α 内のヘテロクリニッ
ク軌道とM−

α 内のヘテロクリニック軌道で結べる. x ∈ M+
α と x∗ ∈ M−

α がMper
α の隣り合う

同じ組の間にあるなら, xと x∗は交わる. Mα内のふたつの軌跡が交わる唯一の場合がこれで
ある. とくに, Mper

α ∪M+
α とMper

α ∪M−
α は α̃(f+) = α̃(f−) = αなる G̃+内の円写像 f+およ

び f−の軌道の閉集合として記述できる. 9節の例の示すところによれば,これらは集合Mper
α ,

M+
α およびM−

α に関する唯一の制限である. 生成的に次のような状況が期待できる. Mper
α ,

M+
α およびM−

α はそれぞれひとつの T 軌道からできている (9節の終り参照).

6. 測地線への応用
この節では, 2次元トーラス上の, あるいは同じことだが, その普遍被覆R2上の, 測地線に

関する 3-5節の結果を解釈する. 3-5節で我々が取った手法からすると, 必要な測地線の性質を
抽象的に定式化するのが自然である. そのあとで, T 2上のリーマン計量あるいは対称フィンス
ラー計量の測地線に特殊化する. 得られる結果は [26]に述べられたをすべて含む. またMorse

やHedlundの仕事を越えたかなりの進歩も得られる.
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以下の概念は [13]および [24]から取ってきた. それを再録するのは便宜のためである. 完備,

局所コンパクト距離空間 (X, d)で対称な距離関数 d(x, y) = d(y, x)を持つものから始める. 連
続曲線 γ : [a, b] → Xの長さ Ld(γ) ∈ [0,∞] は次式で定義できる.

Ld(γ) = L(γ) = sup{
n∑

i=1

d(γ(ti−1), γ(ti)) | n ∈ N, a = t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn = b}

この長さは普通の性質を持つ ([24, 1章]参照). 極小測地線切片とは, 曲線 c : [a, b] → Xで, す
べての s, s′ ∈ [a, b]に対して次を満たすものである.

d(c(s), c(s′)) = |s− s′|.
測地線とは, 曲線 c : R → Xで, すべての s ∈ Rに対して ε > 0が存在して c|[s− ε, s+ ε]が
極小測地線切片となっているものである. 我々の興味の対象は測地線 cで c|[a, b]がすべてのコ
ンパクトな区間 [a, b] ⊆ Rに対して極小測地線切片になっているものである. 明らかにこのよ
うな測地線はX が非コンパクトのときのみ存在し得る. これらは文献中でいろいろな名前で
呼ばれている. 我々は極小測地線と呼ぶ. 最初に調べたのはMorse[43]であって, Xが種数が
1より大きなコンパクトリーマン面の普遍被覆の場合であった.

(X, d)に関する我々の前提は [24]の意味で, length spaceであることである. すなわち, すべ
ての x, y ∈ Xに対して次が成り立つ.

(G1) d(x, y) = inf{Ld(γ) | γ : [a, b] → Xは連続, γ(a) = x, γ(b) = y}.
アルツェラ・アスコリの定理を (G1)と合わせると, (X, d)の完備性と局所コンパクト性から
Hopf-Rinowの定理の一部の変形版が次のように得られる ([24]参照).

(6.1) 定理. 任意の 2点 x, y ∈ Xは極小測地線切片で結べる.

第二の前提は測地線切片の延長 (prolongation)に関する事柄である.

(G2) cおよび cは [a, b] ⊆ R上で定義された極小測地線切片であるとする. ある ε > 0に対し
て c|[a, a+ ε] = c|[a, a+ ε]なら c = cである.

明らかに, (G2)は局所的条件である. すなわち, 任意に小さな b − aに対して (G2)を要請す
れば十分である. 以下では, 極小測地線切片とX内のその像とを同一視する. (G2)の帰結とし
て次が有用である.

(6.2) 補題. ふたつの極小測地線切片が 2点 p1 �= p2を共有するとする. このときこれらの共通
部分は極小測地線切片であるか, あるいは p1と p2は両切片の端点である.

証明. c : [a, b] → X, c̃ : [a, b] → X は極小測地線切片であって, c(a) = c̃(a)およびある
s, a < a ≤ min{b, b}に対して c(s) = c̃を満たすとする. s = b = bでなければ, たとえば s < b

ならば, 極小測地線切片 c|[a, s]と c̃|[s, b]はつながって, c(a)から c̃(b)への別の極小測地線切片
を構成する. 両方の切片を逆に動けば, (G2)より, cと c̃が [a,min{b, b}]上で一致することがわ
かる.

最後に, 被覆を扱う. (X, d)が完備, 局所コンパクト距離空間で (G1)を満たし, π : X̃ → X

が連結なX による (位相)被覆なら, X̃ 上に一意の計量 d̃があって, πは局所等長変換であり,
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(G1)が満たされる. X̃ 上の曲線の長さをX へのその射影の長さで定義し, (G1) を d̃の定義
として採用する. d-球B(x, 2r) ⊆ X が πおよび x̃ ∈ π−1(x)によって evenly被覆されるなら
π : (B̃(x̃, r), d̃) → (B(x, r), d)は等長変換である. とくに, d̃に関する長さは射影の長さと一致
し, だから d̃の場合 (G1)が満たされる. その上, d̃は X̃の位相を生成し, (X̃, d̃)は完備である.

π : X̃ → Xの被覆変換は (X̃, d̃)の等長変換である. 局所条件 (G2)は (X, d)に対して成り立つ
なら (X̃, d̃)に対して成り立つ.

我々の一般的前提は, (X, d)が (G1)と (G2)を満たし, (X, d)が T 2に同相であること, ある
いは同じことだが T 2上に距離関数 dがあって通常の位相を生成し, (G1)と (G1)を満たすこと
である. 完備性と局所コンパクト性はこの場合明らかである. 測地線の延長可能性を要請して
いないことに注意しよう. とくに, 円錐的特異性を持つリーマン計量を許しているし, それが
面白い例を生じることを9節で見る. (R2, d̃)上の極小測地線を記述したい. ただし d̃はある被
覆 π : R2 → T 2によって dから誘導される. 被覆変換は平行移動 Tk : R2 → R2, q → q + k,

k ∈ Z2であると常に仮定する. これは若干記法の乱用である. というのは, 1節および 3-5節で
は文字 T がRZ上のZ2の作用を表した. しかし, 極小測地線の k ∈ Z2だけの平行移動は対応
する x ∈ M への Tkの作用に対応するから (図 2参照), この乱用は自然である.

このような空間 (T 2, d)の最も重要な例はリーマンあるいは対称フィンスラー計量で与えら
れる. Hyy > 0のハミルトン系が「運動エネルギー+位置エネルギー」ハミルトン関数の古典
系を一般化するのとほぼ同じように,フィンスラー計量はリーマン計量を一般化する((7.11)付
近の注意も参照). 完全を期すため, 関連する概念を定義し, 前に定義されたものとの関連を記
述し, 証明を引用する. できるだけ初等的にするため, R2から始める. R2上のフィンスラー計
量 F とはR2の接バンドル TR2 = R2 ×R2上の非負の連続関数であって, ゼロ断面R2 × {0}
以外では滑らかであり, 次の条件を満たす.

(F1) 一様性: すべての (qq̇) ∈ R2 × R2 およびすべての λ > 0に対して F (qλq̇) = λf(q, q̇)で
ある.

(F2) ルジャンドル条件: すべての (q, q̇) ∈ R2 × (R2\{0}) に対して
(
∂2(F 2)

∂q̇i∂q̇j
(qq̇)

)
1≤i,j≤2

は正定値.

フィンスラー計量 F は, すべての (q, q̇) ∈ R2 × R2に対して F (q, q̇) = F (q,−q̇)のとき対
称である. 対称フィンスラー計量の有名な類がリーマン計量であって, 定義により q̇ に関し
て 2次, つまり, F 2(q, q̇) =

∑2
i,j=1 gij(q)q̇iq̇j である. ここで (gij(q))は対称かつ正定値である.

T 2 = R2/Z2上のフィンスラー計量を得るのに, すべての平行移動 Tk, k ∈ Z2が F と等長であ
ること, つまり, 以下を要請する.

(F3) (q, q̇) ∈ R2 × R2およびすべての k ∈ Z2に対して F (q + k, q̇) = F (qq̇)が成り立つ.

区分C1曲線 γ : [a, b] → R2の F 長さは次式で定義される.

LF (γ) :=
∫ b

a
F (γ(t), γ̇(t))dt.
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R2/Z2内の区分C1曲線の F 長さはR2へのその持ち上げの F 長さである. さて, R2/Z2上に
対称フィンスラー計量 F が与えられたとき, R2/Z2上の距離関数 dを定義することができる.

すなわち,

d(p, q) = inf{LF (γ) | γ : [a, b] → R2\Z2は区分線形, γ(a) = p, γ}
また同様に, R2上の距離関数 d̃を定義できる. このとき dと d̃は上で述べて持ち上げ操作で関
係がついており, 通常の位相を生成する. この dが (G1)と (G2)を満たすかどうかは明らかで
もないし自明でもない. これを証明するには, 積分

∫
F 2(γ(t), γ̇(t))dtを極小にする曲線の局所

存在および正則性の理論が必要である ([22], Kap. Vまたは [16], §§383-93参照). d̃測地線はオ
イラー・ラグランジュ方程式

(F 2)q(c, ċ) − d

dt

(
(F 2)q̇(c, ċ)

)
= 0

の極大解であって, F (c, ċ) = 1を満たすものに他ならない. これを知れば, 一意延長性 (G2)は
常微分方程式の解がその初期データで決まることの簡単な帰結であることがわかる.

さて, (G1)と (G2)を満たすトーラス (T 2, d)が与えられたとき 1節の性質 (H1) − (H4)を持
つ関数H : R2 → Rをどうやって作るか説明しよう. π : R2 → R2/Z2 � T 2を被覆とし, d̃は
R2に誘導された距離関数とする. 当面, R2上の座標は, 座標線 s→ (0, s)が極小 d̃測地線であ
るように選ばれているとする. Tk, k ∈ Z2は等長変換であるから, すべての線 s → (i, s), i ∈ Z

は極小 d̃測地線であり, 仮定した対称性より, s → (i,−s)についても同じことが成り立つ. 上
で行なった仮定の下で, H : R2 → R を次式で定義する.

H(ξ, η) := d̃((0, ξ), (1, η)).

Hが性質 (H1) − (H1)を持つことの証明を始める前に次を述べておく.

(6.3) 補題. (xj, . . . , xk), k − j ≥ 2はHに関する極小切片であるとする. このとき一意の極小
測地線切片 c : [0, L] → R2があって, 点 (i, xi), j < i < k を通って (j, xj)を (k, xk)に結ぶ. 逆
に, 直線 {i} ×R, i ∈ Zの一部でないどの極小測地線切片も各線{i} ×Rと高々いちど交わり,

交点はHに関する極小切片のグラフをなす.

証明. これは (6.1), (6.2)およびすべての i ∈ Zに対して d̃((0, ξ), (1, η)) = d̃((i, ξ), (i+ 1, η)) で
あることからただちにしたがう.

(6.4) 補題. Hは (H1) − (H4)を満たす.

証明. T(0,1)は d̃等長変換であるから, (H1)

H(ξ + 1, η + 1) = H(ξ, η).

を得る. 無限遠での条件 (H2)は以下のように確認できる.

H(ξ, ξ + η) ≥ d̃((1 + ξ), (1 + ξ + η)) − d̃((1, ξ), (0, ξ)).

s→ (1, s)は極小測地線であるから, 次が成り立つ.

d̃((1, ξ), (1, ξ + η)) = |η|.
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これから (H2)が出る. というのは, ξ → d̃((1, ξ), (0, ξ))は連続周期関数だからである. (H3)の
ためには次を証明しなければならない. すなわち,

ξ < ξおよびη < ηのとき H(ξ, η) +H(ξ, η) < H(ξ, η) +H(ξ, η).

(6.1)によれば, (0, ξ)から (1, η)への極小測地線切片 c0および (0, ξ)から (1, η)への極小測地線
切片 c1を選ぶことができる. (6.3)より, 両切片は端点を除いて (0, 1) × Rに含まれる. ξ < ξ

および η < ηであるから, これらの切片は (0, 1) × Rの内部で交わる. ゆえに, c0と c1の一部
を結んで (0, ξ)から (1, η)への曲線 γと (1, ξ)から (1, η) への曲線 γを得ることができる (図 8).

このときL(γ) + L(γ) = L(c0) + L(c1) = H(ξ, η) +H(ξ, η)である. ところでL(γ) + L(γ) ≤
H(ξ, η) +H(ξ, η)であるのは γと γが極小測地線切片のときのみである. ところがこれは (G2)

と矛盾する. ゆえに (H3)が成り立つ.

(H4)を証明するために, Hに関するふたつの極小切片 (x−1, x0, x1) �= (x∗−1, x
∗
0, x

∗
1)で, x0 = x∗0

を満たすものを考える. (x−1 − x∗−1)(x1 − x∗1) < 0を示したい.

図 8

(6.3)によれば, 極小測地線切片 c, c∗が [−1, 1] ×R内にあって, 初期点がそれぞれ (−1, x−1)

と (−1, x∗−1), 終点がそれぞれ (1, x1)と (1, x∗1)であって, cと c∗ が (0, x0)で交わる. (x−1 −
x∗−1)(x1 − x∗1) > 0と仮定し, cを (−1, x−1)から (1, x∗1)への極小測地線切片とする. (6.3)より,

切片 cは [−1, 1] × Rに含まれ, (6.2)より, (−1, 1) × Rの内部で cまたは c∗と交わらない. 簡
単なトポロジーの議論によれば, これは不可能である. だから (H4)が証明された.

最後に, 「s → (0, s)が極小測地線」であるという仮定が一般性を制限していないことを示
さねばならない.

ここで, われわれの手法はぐるぐる回りの観を呈す. というのは本質的には定理 3.3.を証明
し直なねばならないからである. 極小 d̃測地線 cがあって平行移動 T(0,1)の下で不変であるこ
とを示す. このとき cはその平行移動 T(k,0)c, k �= 0のどれとも交わらない. トポロジーでよ
く知られているように, 同相写像 Φ : R2 → R2があって, すべての p ∈ R2, k ∈ Z2に対して
Φ(0, s) = c(s)およびΦ(p+ k) = Φ(p) + kを満たす ([50], Thm 6.2.5参照). ゆえに, s→ (0, s)

は被覆 π = π ◦ Φ : R2 → T 2による dの持ち上げ計量 d̃(p, q) := d̃(Φ(p),Φ(q))に関して極小測
地線である. このような極小 d̃測地線 cを得るために, 関数 (x, y) → d̃((x, y), (x, y + 1))の絶
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対極小となっている点 (ξ, η) ∈ R2を選ぶ. cは平行移動 T(0,j)c0 , j ∈ Zのすべてから形成され
る曲線とする. ただし c0は (ξ, η)から (ξ, η+ 1)への極小測地線切片である. この曲線 cが極小
測地線であることの証明は [14](G空間の場合)にあり, その証明法はいまの状況に持ち込める.

発想は, (3.3)を証明するときのものと同じである.

(6.3)から明らかなように, 極小軌跡M = M(H)は極小 d̃測地線 c : R → R2に対応する.

もっと詳しくは, どの x ∈ Mに対しても, 点 (i, xi)i∈Zを通る極小測地線 cが存在する. cはパ
ラメータづけの不定性を除いて一意である. 一方, c(s) = (ξ(s), η(s))は極小測地線で, ξ(s)が
全射なら, cは, ある x ∈ MのグラフにおいてZ× R ⊆ R2と交わる.

ここで我々の手法が不変でないことに感謝すべきである. つまり, ξ(s)が全射でない極小測
地線 c(s) = (ξ(s), η(s))は特別な手当が必要である. cが各直線 {i} ×R, i ∈ Zと高々いちど交
わるから, この場合 ξ(s) := ξ(s) + η(s)は全射である.

ゆえに, 異なる被覆 π : R2 → T 2に対応するR2上の新しい座標 (ξ, η) := (ξ + η, η)では cは
もはや特別ではない. 実は, (5.3)によれば, i ∈ Zが存在して c(s) = (ξ(s), η(s))は [i, i+1]×R

に含まれる.

さていまや, 3-5節の結果を極小 d̃測地線の陳述として解釈する準備が整った. ただし d̃は
(G1)と (G2)を満たすR2/Z2上の計量 dの持ち上げである. とくに, 以下で述べる陳述のす
べては対称フィンスラー計量の場合に正しい. 陳述は, すべての p ∈ R2, k ∈ Z2 に対して
Φ(p + k) = Φ(p) + kを満たす座標変換 Φ : R2 → R2の下で不変である. (3.13), (3.16)および
(3.17)より次を得る.

(6.5) 定理. c(s) = (ξ(s), η(s))を (R2, d̃)内の極小測地線とする. cとその平行移動 TkC, k ∈ Z2

が共通点を持てば, cと Tkcはパラメータの不定性を除いて一致する. ξ(s)が全射なら, 平均傾
き α(c) := lim|s|→∞ η(s)/ξ(s)が (−∞,∞)で存在する. どの α ∈ Rに対しても, α(c) = αなる
極小測地線が存在する.

注意. (1) ξ(s)が全射でなければ ξ(s)は有界である. この場合, α(c) = ∞と定義する.

(2) 実は, (3.16)(a)は (6.5)に極限が存在すること以上のことを意味する. コンパクト性の議論
を使って, [26]の定理VIIを得る. d̃をR2上の計量で, (G1)と (G2)を満たすR2/Z2 上の計量
dの持ち上げになっているものとする. このとき, 定数D > 0が存在して, どの極小 d̃測地線も
R2の 2本の平行線に挟まれる幅Dの帯に含まれる.

一見, 任意に大きな平均傾き αに対して成り立つようなDを得るには問題があるように思
える. しかし, この困難は鉛直軸が異なるホモトピー類に属する閉測地線に射影されるような
第二の座標を使えば消滅する.

(3) (6.5)の第一の陳述の言うところは, T 2 = R2/Z2への極小測地線の射影は横断的自己交差
を持たないことである.

(4) 不変な立場からすると, 数 α(c)はH1(T
2,Z)の基底の取り方に依存する. 基底は被覆 π :

R2 → T 2 (Z2平行移動を deck変換として)上と同じように座標変換 Φの不定性を除いて決定
する. とくに, α(c)の有理数性または無理数性はT 2上の対応する測地線の完全不変な性質で
ある.

発見の歴史的順序を尊重して, 5節の結果の続きを述べる. 測地線 c : R → R2 が周期
(q, p) ∈ Z2\{0}で周期的なのは, T(q,p)cと cがパラメータづけの不定性を除いて一致するとき
である. だから周期的測地線は T 2のホモトピー非自明な閉測地線に対応する. (3.2)を使い,
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(3.3)および (5.1)の証明を使って, 次が結論できる.

(6.6) 定理. 周期的極小測地線は, 自由ホモトピー類における極小長さを持つ T 2上の閉測地線
の持ち上げそのものである. 同じ周期を持つふたつの異なる周期的極小測地線は交わらない.

周期的極小測地線の極小周期 (q, p)は互いに素である.

(5.3)より次の結論を得る.

(6.7) 定理. α(c) ∈ Qなる極小測地線 cは周期的であるか, あるいは α(c−) = α(c+) = α(c)な
るふたつの周期的極小測地線 c−, c+の間の帯に含まれる. 各方向において, cは c−および c+の
ひとつだけに漸近的である. c−と c+の間の帯には周期的極小測地線はない.

最後に, 存在に関する結果 (5.8)の言うところによれば,

(6.8) 定理. ほかの周期的極小測地線を含まない, ふたつの周期的極小測地線 c−と c+の間の帯
には, 極小測地線 cと c∗ があって, cは c−に α漸近かつ c+に ω漸近である (c∗ の場合は逆).

Hedlundの結果 [26]は (6.5)と (6.6)に含まれ, (6.7), (6.8)は本質的にMorse[43]による. 曲
面上の測地線でホモトピー類の中で極小長さを持つもの同士の交差は [23]で調べられた.

さて 4節の結果にまで来た. これを測地線に応用するといままでの知識を越える. 平均傾
き αの極小測地線の集合もMαで表すことにする. Mα内の測地線のうち, T 2上で考えたと
き回帰的ばものの集合はMrec

α で表す. R2上で, これらは c ∈ Mαであって, その平行移動
Tk, k ∈ Z2で近似できる. [26]と [41]で解けなかった主たる問題は以下のように述べることが
できる. α ∈ R\QのときMα内の cと c′は交わることができるか? もし交わるなら, α ∈ R\Q
のときのMαの構造は非常に複雑な可能性がある. しかし, 定理 4.1によれば,

(6.9) 定理. Mα, α ∈ R\Q内のふたつの異なる測地線は交わらない.

4節の残りの結果を合わせて,

(6.10) 定理. αは無理数であるとする. R2のどの点をも通る c ∈ Mrec
α (cはパラメータづけの

不定性を除いて一意である)があるか, あるいはMrec
α はカントール集合内でどの周期的極小

測地線とも交わる. どの c ∈ Mα\Mrec
α もMrec

α 内のふたつの漸近測地線に挟まれた帯に含ま
れる. どの c ∈ Mrec

α も周期的極小測地線で近似できる.

手短かに言えば, Mrec
α はR2の葉層であるかあるいは laminationである. laminationの (も

ちろんスケッチ風であるが) 絵柄を図 6に示した. ユークリッド的な状況と驚くほど似ている
ことに気づく. すなわち, 集合Mrec

α , α ∈ R ∪ {∞} は平行線の族に対応し, α ∈ Q ∪ {∞}の
ときMrec

α = Mper
α である. 同じ族のふたつの要素は交わらず, 異なる族のふたつの要素はちょ

うど一度だけ交わる.

9節で,すべてのα ∈ R\Qに対してMrec
α がカントール集合に対応するT 2上の滑らかなリー

マン計量の例を示す. ある c ∈ Mrec
α の T 2への射影に接するベクトルの集合は T 2の単位接バ

ンドル上の測地流の極小集合をなす. これは (3.15) および円写像の対応する性質の帰結であ
る. だからトーラスの滑らかな測地流の複雑な極小集合の例をたくさん見つける. 高い種数の
曲面の測地流のこのような極小集合を構成することは [42]の主結果のひとつである.

(3.19)の類似物のひとつを挙げよう. すなわち, N は曲面上のフィンスラー計量の測地線の
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集合であって, N のどのふたつの要素も交わらないとする. N はN の要素が通る点の集合と
する. このときN の測地線げの接ベクトルの集合はN の上の単位接バンドル内のリプシッツ
断面を形成する. 十分短い測地線切片がその端点に滑らかに依存することを使ってまったく初
等的なやりかたでこのリプシッツ連続性を証明できる.

最後に, Zaustinsky[51]がMorse[43]およびHedlund[26]の結果の多くを, もっと一般のまた
とくに非対称計量へと一般化したことを指摘しておく. ここで与えた手法ではこのような一般
化は不可能である. 円写像によって非自己交差極小測地線を記述するためには, どちらの方向
にたどっても極小な周期的な測地線が必要である. もともと, (6.9)と (6.10)が非対称の場合に
成り立つかどうか明らかでない. しかし, 円写像に依らないで非自己交差極小測地線の回転数
を定義する道がある ([5], 4節参照). この概念と Zaustinskyの結果を使えば, (6.9)と (6.10)を
非対称計量の場合に一般化できるはずである.

7. ねじれ写像への応用
この節では, 3-5節の結果から単調ねじれ写像の不変集合のMatherの理論を導こう. 単調ね

じれ写像の母関数は 1節の関数Hの役割を果たす. 用語「単調ねじれ写像」の定義において,

正則性と定義域は応用に応じて異なる. 技術的な難しさを最小にするために, 以下のたいへん
制限的な条件を使う. 後で, それをどのように緩めるか議論する.

(7.1) 定義. 単調ねじれ写像は円環の方向保存 C1微分同相写像 ϕ : S1 × [0, 1] → S1 × [0, 1]で
あって, 次の性質を持つ持ち上げ ϕ̃ = (f, g) : R × [0, 1] → R × [0, 1]を許す.

(a) ϕ̃は (リュベーグ)面積を保存する.

(b) ねじれ条件: D2f > 0.

(c) g(ξ, 0) = 0, g(ξ, 1) = 1.

注意. (a)の代わりに det(ϕ̃′) = 1 を要請してもよい. 条件 (c)は, ϕが境界成分を入れ換えない
ことを意味する. 平行移動T(1,0), T(1,0)(ξ, y) = (ξ + 1, y)が被覆変換群を生成することを仮定す
る. このとき f(ξ + 1, y) = f(ξ, y) + 1, g(ξ + 1, y) = g(ξ, y)である.

単調ねじれ写像はさまざまな機会に自由度2のハミルトン系のポアンカレ写像であることが
わかる (?)([44], II.4章参照). (7.5)で 3つの具体的な例を挙げる. そのひとつは狭義凸有界領
域のビリヤードである.

単調ねじれ写像の基本的性質は, 「母関数」

H : D → R ただし D = {(ξ, η) ∈ R2 | f(ξ, 0) ≤ η ≤ f(ξ, 1)}
によって大域的に記述できることである. 定数を加えることの不定性を除いてHは

(7.2) ϕ̃(x0, y0) = (x1, y1) ⇔
{ −D1H(x0, x1) = y0

D2H(x0, x1) = y1

によって一意に決まる. Hを構成するために a, b : D → R を次式で定義する.

a(ξ, f(ξ, y)) := y, b(ξ, η) := g(ξ, a(ξ, η)).

このとき (7.2)は次式と同値である.

dH = −adξ + bdη.
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det(ϕ̃′) = 1より, 1-形式 ω = −adξ + bdηが閉じていると言える. Dは単連結であるから, H :

D → Rが存在して (7.2)が成り立つ. HはDの内部でC2であり, D1H,D2HおよびD2D1Hは
連続的にDに拡張される. その上, (7.1)(b)によればある δ > 0に対してD2D1H = −D2a ≤ −δ
である. 最後に, H(ξ+1, η+1) = H(ξ, η),つまり, ωは円筒「D modulo平行移動T(j,j), j ∈ Z」
上で完全 (exact)である. ωは (0, f(0, 0))から (1, f(0, 0) + 1)への曲線 ξ → (ξ, f(ξ, 0))に沿っ
てゼロである. いまやHをR2上のC2関数へ次を満たすように拡張することは簡単である.

(H1) H(ξ + 1, η + 1) = H(ξ, η)

および
D2D1H ≤ −δ/2 < 0.

ゆえに, (1.3)によれば, 拡張されたH : R2 → R は 1節の (H1) − (H4)を満たす. (7.2)を定義
として, ϕ̃ またはϕをR2または S1 ×Rに拡張できる. 列 (xi)i∈ZがHに関して停留であると
は, D2H(xi−1, xi) + D1H(xi, xi+1) = 0がすべての i ∈ Z に対して成り立つことであったこと
を思い出そう ((1.3)参照).

(7.3) (xi)i∈ZがHに関して停留なら, (xi, yi)i∈Z, yi = −D1H(xi, xi+1)は ϕ̃の軌道である. すな
わち, ϕ̃(xi, yi) = (xi+1, yi+1)である. 逆に, (xi, yi)i∈Zが ϕ̃の軌道なら, (xi)i∈ZはH に関

し
て停留である.

(xi)i∈Z ∈ M(H)はHに関して停留であるから, 極小軌跡に関するどの陳述も拡張された ϕ̃

のある型の軌道に関する陳述と解釈できる. 以下の仕方で元の ϕ̃ : R × [0, 1] → R × [0, 1] に
戻ることができる. すなわち, f0, f1 ∈ G̃+は f0(ξ) = f(ξ, 0), f1(ξ) = f(ξ, 1)で定義されると
し, α0, α1は f0, f1の回転数であるとする. 区間 [α0, α1]は ϕ̃のねじれ区間と呼ばれる. (7.9)で,

α0 < α1であることを見る.

(7.4) 補題. x ∈ Mαおよびα ∈ (α0, α1)とする. つまり, αは ϕ̃のねじれ区間の内部にある. こ
のとき軌道 (xi, yi)i∈Z, yi = D1H(xi, xi+1)はR × (0, 1)に含まれる.

(7.4)の証明は (7.7)のあとで行なう.

(7.5) 例.

(a) 可積分の場合: r′ > 0なるある関数 r : [0, 1] → Rに対して ϕ̃(ξ, y) = (ξ + r(y), y)と置く.

このとき, 第二座標は ϕ̃の積分である. 母関数は (1.4)で議論したH(ξ, η) = h(ξ− η)型である.

ここで hは h′(r(y)) = yを満たす. ねじれ区間は [r(0), r(1)]である.

(b) よく調べられている問題が「標準微分同相写像」

ϕ̃(ξ, η) = (ξ + y + s(ξ), y + s(ξ))

である. ただし sは s(ξ + 1) = s(ξ)および
∫ 1
0 s(ξ)dξ = 0 を満たす ([28], [34], [39]参照). s �≡ 0

の場合, この ϕ̃はR× [0, 1]を不変にしない. けれども (7.1)(a)と (b)を満たす. (7.2)の意味の
ϕ̃の母関数は

H(ξ, η) = 1
2
(ξ − η)2 + S(ξ) ただし S ′(ξ) = s(ξ).
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だからM(H)内の極小軌跡はこの場合も ϕ̃の軌道を生じる.

(c) 有界凸領域C ⊆ R2内のビリヤードは単調ねじれ写像で記述できる魅惑的な系である. C

内を等速直線運動し,「入射角=反射角」の法則にしたがって ∂Cで反射するする粒子の可能
な軌道に興味がある. c : S1 → ∂Cは弧長による ∂Cの C3 パラメータづけであるとし, ∂C は
直線分を含まないとする. 「単調ねじれ写像」ϕ : S1 × (−1, 1) → S1 × (−1, 1)を次のように定
義する. 粒子が ∂Cに c(s0)および c(s1)で相次いで跳ね返ったとする. c(s0)または c(s1)にお
いて跳ね返った粒子の運動方向と ċ(s0)または ċ(s1)との角度を τ0または τ1とする. このとき

ϕ(s0,− cos τ0) := (s1,− cos τ1).

ϕは ϕ|S1 × {−1, 1} = idによって連続的に S1 × [−1, 1]に拡張される. 初等幾何によれば,

H(ξ, η) := −|c(ξ) − c(η)|

は, 集合
◦
D = {(ξ, η) ∈ R2 | 0 < η − ξ < 1} 上で ϕ̃の母関数であり, (7.1)(b)が満たされる. こ

れはつまり S1 × [−1, 1]への拡張がC1でないことを除いてϕが (7.5)の意味で単調ねじれ写像
であることを意味する. しかし (7.9)の後の注意が示すように, 3-5節の結果はここでも適用で
きる. これ以上の情報については [18], [20]および [37]を参照されたい.

ビリヤードの軌道は, ∂Cに沿った端を持ち, Cを二重に被覆する平坦化したリーマン球の測
地線として解釈できる. 平坦化した球やトーラスのある種の測地線を同じ方法で記述できるこ
とは驚きである.

さて, 3-5節の結果を単調ねじれ写像の軌道に関する陳述として解釈しよう. 有理数の α ∈
(α0, α1)に対して, 定理 (3.3)からいわゆる極小型のバーコフ周期軌道が生じる. x ∈ Mper

α で
α = p/q, (p, q) = 1なら, ϕ̃の対応する軌道 (xi, yi)i∈Zは (xi+q, yi+q) = (xi + p, yi)を満たす. 定
理 (5.8)は隣合う極小型のバーコフ周期軌道を結ぶヘテロクリニック (またはホモクリニック)

軌道の存在を証明する. 無理数 α ∈ (α0, α1)の場合, Mather集合の存在が得られる ([35]参照).

Figure 9.

(7.6) 定理. どの無理数 α ∈ (α0, α1)に対しても, ϕ不変集合Mα ⊆ S1 × (0, 1)があって次を満
たす.
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(a) Mαは閉集合Aα ⊆ S1上で定義されるリプシッツ関数ψα : Aα → (0, 1)のグラフである.

(b) ϕはMα上で回転数 α(mod Z)を持つ. つまり, α(h) ≡ α (mod Z)なる h ∈ G+があっ
て, h(Aα) = Aαを満たし, また次を満たす.

ϕ(ξ, ψα(ξ)) = (h(ξ), ψα(h(ξ))) for all ξ ∈ Aα

(c) Mα内の回帰点の集合M rec
α はS1のカントール集合に射影されるかあるいはS1全体に射

影される. 後者の場合, Mαはϕ不変リプシッツ曲線であって, 円環 S1 × [0, 1]を一度巻
き, またϕ|Mαは回転に位相共役である.

証明. ϕの代わりに ϕ̃に対して (a)-(c)を証明する. すべては (ξ, η) → (ξ + 1, η)の下で不変で
ある. (7.4)を考慮して次を定義する.

M̃α = {(ξ, η) ∈ R × (0, 1) | x ∈ Mαが存在してξ = x0, η = −D1H(x0, x1)}

(7.2)および (7.3)によれば, 集合 M̃α は ϕ̃ 不変である. (4.1)および (4.2)より, 集合 M̃α は
閉集合 Ãα ⊆ Rの上に 1対 1で射影される. (3.19)によれば, 回転数 αのリプシッツ連続な
h̃ ∈ G̃+があって, すべての x ∈ Mα に対して h̃(x0) = x1を満たす. ゆえに, ξ ∈ Ãαに対して
ψ̃α(ξ) = −D1H(ξ, h̃(ξ)) はやはりリプシッツである. これで (a)と (b)が証明された. 次に (c)

は 2節で述べた円写像の性質の帰結である. �

ある固定した αに対して (7.6)(a)および (b)を満たす互いに素な ϕ不変集合の連続体がある
が ([36]および (9.15)参照), Aα = S1ならMαは (a)と (b)によって一意に決定される. すな
わち,

(7.7) 定理. Cが S1 × [0, 1]を 1回巻くϕ不変曲線で, ϕ|Cの回転数がαなら, C ⊆ Mαであり,

αが無理数ならC = Mαである.

証明. バーコフの定理 [8], §44によれば, Cは (リプシッツ) 関数 ψ : S1 → [0, 1]のグラフであ
る. ゆえに

回転数αなるある h ∈ G+に対して ϕ(ξ, ψ(ξ)) = (h(ξ), ψ(h(ξ))).

次のように置く.

C := {x ∈ RZ | xi+1 = f(xi, ψ̃(xi)) = h̃(xi) for all i ∈ Z}.

ここで ψ̃, h̃はRへの ψ, hの持ち上げである. CはHに関する停留軌跡の閉全順序集合である
((7.3)参照). どの ξ ∈ Rに対しても, ちょうどひとつの x ∈ Cがあって x0 = ξを満たす. こ
れが C ⊆ M(H)を意味することを証明しよう. そうすれば我々の主張は証明されたことにな
る. (xi, . . . , xj)をあるx ∈ Cの切片とする. (x̃i, . . . , x̃j)を x̃i = xiから x̃j = xjへの極小切片と
する. 極大の x∗ ∈ Cがあって (x∗i , . . . , x

∗
j ) ≤ (x̃i, . . . , x̃j)を満たす. このときある k, i ≤ k ≤ j

に対して x∗k = x̃k である. (1.3)のときと同じ論拠によれば, H ∈ C2およびD2D1H < 0 なら
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停留切片に対しても (H4)が成り立つ. ゆえに x∗k = x̃kおよび (x∗i , . . . , x
∗
j) ≤ (x̃i, . . . , x̃j)から

x∗i = x̃iまたは x∗j = x̃jが出る. Cに関する仮定より x = x∗が得られ, ゆえに

(xj , . . . , xj) ≤ (x̃i, . . . , x̃j).

同様に, (xj , . . . , xj) ≥ (x̃i, . . . , x̃j)であるから, (xj , . . . , xj) = (x̃i, . . . , x̃j)は極小である. α ∈
R\Qなら, Mαは全順序であるから ((4.1)参照)C = Mαである. �

いまや (7.4)の証明はほぼ明らかである.

(7.7)より s = 0, 1に対して

(7.8) {x ∈ RZ | xi+1 = fs(xi) for all i ∈ Z} ⊆ Mα.

x ∈ Mαおよび α0 < α < α1とする. x ∈ Mα0, x ∈ Mα1 を xi = f i
0(x0), xi = f i

1(x0)で定
義する. x, xおよび xは 0でのみ交わり, α̃(x) = α0 < α̃(x) = α < α̃(x) = α1 であるから,

x1 < x1 < x1を得る. ゆえに

0 = −D1H(x0, x1) < y0 = −D1H(x0, x1) < −D1(x0, x1) = 1.

(7.8)の右辺は s = 0および s = 1に対して素であることに注意しよう. ゆえに (7.8), (7.7),

(5.1)および (5.3)の帰結として次を得る.

(7.9) 補題. どの単調ねじれ写像に対しても, ねじれ区間は空でない内部を持つ.

これはバーコフ ([10], §4参照)が初めて証明した. 定理 7.7を使って不変曲線がまったく存
在しない簡単な例を挙げることができる. (7.7)およびその証明は (7.5)(b)で考察した写像に
も当てはまることに注意する. 以下の観察は, Aubry[3], Mather[39]やMackay-Percival[34]の
もっと精密な見積りの特別な場合である.

(7.10) 系. (7.5)(b)の標準微分同相写像ϕ : S1 ×R → S1 ×R に対して, 関数 sを選んで, ある
ξ0 ∈ Rに対して s′(ξ0) < −2とする. このとき S1 × Rを巻く ϕ不変な曲線はない.

証明. (7.7)より, S1 × Rを巻く ϕ 不変曲線が存在すれば x0 = ξ0なる x ∈ M(H)が存在する
ことを我々は知っている. ただしH(ξ, η) = 1

2
(ξ − η)2 + S(ξ), S ′ = sである. ところで

D22H(x−1, x0, x1) = D22H(x−1, x0) +D11H(x0, x1) = 2 + s′(ξ0) < 0.

ところがこれは切片 (x−1, x0, x1)の極小性に反する. �

最後に, この節の結果 ((7.6)のリプシッツ連続性を除いて)は, 単調ねじれ写像に関する条件
(7.1)を以下のように緩めても成り立つ.

(a) ϕはC1微分同相写像でなくて同相写像でも十分である.

(b) D2f > 0の代わりに, y → f(ξ, y)がすべての ξ ∈ Rに対して狭義増加でも十分である.

f0と f1が回転でないときにHまたはϕをこの弱い仮定の下でどのように拡張したらよいの
か著者は知らない. このような前提の下でこの節の結果を得るための一番簡単な道は前に与え
た証明法を修正することであろう.
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(1) C1 級の母関数H : D → Rを得るには, (7.1)(a)を微分せずに直接使う. 1-形式 ωは
(ξ, f(ξ, 0))に沿ってゼロである. ξ → (ξ, f(ξ, 0))は rectifiableであるから, これはH(ξ + 1, η+

1) = H(ξ, η)を意味する.

(2) Hを, すべての iに対して (xi, xi+1) ∈ Dを満たす切片および列 (xi)に拡張する. このと
き (H3)と (H4)が成り立つことを証明できる. 極小軌跡 (xi)i∈Zが ∂D上に切片 (xj , xj+1)をひ
とつ持って, たとえば xj+1 = f(xj , 0)なら, すべての i ∈ Zに対して xi+1 = f(xi, 0)である.

(3) 最後に, (3.1), (3.3), (3.9)および (3.13)の証明が小さな修正で済むことを納得する必要
がある. もちろん (3.1)において p/q ∈ [α0, α1]のときに (q, p)周期的極小軌跡の存在を証明す
ることだけはできる. すべての i ∈ Zに対して (xi, xi+1) ∈ Dなる (q, p)周期的列 x ∈ RZの存
在を保証する簡単な見積りが必要である.

単調ねじれ写像と 6節の変分問題の間の技術的でない関係を述べる J. Moserの指摘を付け
加えておこう. 本質は, 単調ねじれ写像とその母関数の間の関係はルジャンドル変換の離散版
であることである. R2上のフィンスラー計量 F の非パラメータ版

L(t, x, ẋ) := F ((t, x), (1, ẋ))

を見てみよう. このとき
∫
L(t, x(t), ẋ(t))dtの極値になっている曲線 (t, x(t))は, 弧長で再パラ

メータづけされれば F -測地線となる. ルジャンドル変換により,
∫
Lを極値にする関数は時間

依存ハミルトン系の解に対応する.

(7.11)
ẋ(t) = Hy(t, x(t), y(t))

ẏ(t) = −Hx(t, x(t), y(t)).

系 (7.11)は次式により面積保存写像ϕn,iを誘導する.

ϕn,i

[
x
(
i

n

)
, y
(
i

n

)]
=
[
x
(
i+ 1

n

)
, y
(
i+ 1

n

)]

ここで (x(t), y(t))は (7.11)の解である. n→ ∞の極限では, ルジャンドル条件Lẋẋ > 0は, ϕn,i

が単調ねじれ写像であること (つまり (7.1)(ii)を満たすこと)を意味する. だから
∫
Lを極値に

する関数は単調ねじれ写像の積 (これは一般に単調ねじれでない)の軌道に対応する. しかし,

この記述は ṫ = 0なる点を持つF -測地線 (t(s), x(s))では役に立たないことに注意しよう. もっ
と詳細な情報や逆問題, つまり単調ねじれ写像をハミルトン系でどのように補間するか, につ
いては [45]を参照されたい.

最後に, Percivalの提案した変分原理を略説しよう. これはこの節の結果を別の仕方で証明
する. [35]でMatherが利用した. [35]では以下の陳述が厳密に証明された.

増加関数 x : R → Rすべてにわたる汎関数

(7.12) Iα =
∫ 1

0
H(x(t), x(t+ α))dt

の極小を捜す. ただし, xは左連続で x(t+ 1) = x(t) + 1を満たす. 形式的に (7.12)のオイラー
方程式は

(7.13) D1H(x(t), x(t+ α)) +D2H(x(t− α), x(t)) = 0.
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y(t) = −D1H(x(t), x(t+ α))を定義すれば, (7.13)と (7.12)は次を意味する.

ϕ̃(x(t), y(t)) = (x(t+ α), y(t+ α)).

(7.13)を満たす極小 xの存在を仮定して, 無理数の αに対して次を得る: xが連続なら, 集合
{(x(t),−D1H(x(t), x(t + α))) | t ∈ R}は S1 × [0, 1]を巻く ϕ不変曲線である. そうでなけ
ればこの集合は ϕ不変カントール集合である. だから定理 (7.6)が得られた. xが連続の場合,

h ∈ G+を h(x(t)) = x(t + α) mod Zにより定義でき, しかもこれは (7.6)(b)に現れた hその
ものである. だから xは hを回転に共役にする円写像である. xが連続でなければ, Arec

α = 値
域 (x)の閉包に関して類似の陳述が成り立ち, 位相の不定性を除いてxは (2.3)に現れた写像
x−に対応する. とくに, xの跳びはArec

α の間隙に対応する.

これらの発想に関連する技術的問題を克服するもうひとつの手法がMoser[46] によって提案
されている:

Percivalの変分原理を正則化し,

Iα,ε(x) = Iα(x) +
∫ 1

0
|x′(t)|2dt

を, x̃(t) = x(t)− t ∈ H1,2(S1)なる関数 x(t)に対して極小化する. すると, Iα,εは通常の方法で
処理でき, ε→ 0のときにMatherの解が得られるはずである.

8. 離散Frenkel-Kontorovaモデル
この節では手短かにAubry & LeDaeronの仕事 [4]との関係を記述する. 彼らの結果はもっと

強い前提のもと異なる形をしているが, 3-5節と同じ結果を含んでいる. 離散Frenkel-Kontorova

モデルは次のようなものである. 1次元の粒子の両無限鎖が i番目 (i ∈ Z)の粒子の位置xi ∈ R

で記述される. だからモデルの配位空間はRZである. すべての i ∈ Zに対して i番目と i+ 1

番目の粒子はばねポテンシャル 1
2
C(xi+1 − xi)

2で結合している. ただしC > 0gは定数である.

その上, すべての i ∈ Zに対して, 周期ポテンシャル V (ξ) = V (ξ + 1)が力−V ′(xi)を i番目の
粒子におよぼす. 配位 x ∈ RZが停留であるのは,すべての i ∈ Zに対して i番目の粒子に作用
する力の和がゼロのときである. つまり,

−C(xi − xi−1) + C(xi+1 − xi) − V ′(xi) = 0 for all i ∈ Z

のときである. (1.3)で導入した記法を使えば, 配位が停留であるための必要十分条件はそれが
Hに関して停留であるときである. ただし,

(8.1) H(ξ, η) =
1

2

(
C(η − ξ)2 + V (ξ) + V (η)

)

HがH(ξ + 1, η + 1) = H(ξ, η)およびD2D1H = −C < 0を満たすから 3-5節の結果が適用で
きることに注意しよう. 実は, [4]では (8.1)の型のものばかりでなく, (H1)とD2D1H < 0を満
たすC2関数Hの一般の場合を扱っている.

ここで, 3-5節で使った記法と [4]で使われた物理用語を結ぶ辞書を用意しよう. こうすれば,

3-5節の陳述を [4]の陳述に, またその逆に翻訳することができる. 物理的解釈については [4]を
参照されたい.
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配位 x ∈ RZ がM = M(H)に属するのは xのどの切片 (xj , . . . , xk)も同じ京かい条件
xj = xj , xk = xkを満たすすべての切片 (xj, . . . , xk)に比べてエネルギー

k−1∑
i=j

1

2
C(xi+1 − xi)

2 +
k∑

i=j

V (xi).

を極小にするときである. 配位 x ∈ M(H)は明らかに停留であり, 極小エネルギー (m.e.と
略記する)配位である. 3-5節ではm.e.配位の集合の構造についてかなり完全な描像を与えた.

H(ξ, η) = H(η, ξ)であるから, x̃i = x−iとして, x ∈ Mα → x̃ ∈ M−αによってMαをM−αに
写すことができる. ゆえに α ≥ 0に対してMαを考えればよい. x ∈ Mの回転数 α̃(x) ≥ 0は
配位 xの平均原子間距離と解釈できる. というのは, (3.16)(a)より

α̃(x) = lim
i→∞

1

2i
(xi − x−i)

だからである. 物理用語で言えば, (3.17)の意味するところは, どの α ∈ Rに対しても, 平均原
子間距離が αのm.e.配位が存在することである. 回帰m.e.配位 x ∈ Mrec はモデルの基底状
態 (ground state)と呼ばれる. 一方, 非回帰 x ∈ M\Mrecは初等欠陥 (elementary defect)と呼
ばれる. m.e.配位 x ∈ Mが尽数関係にある (commensurate)のは α̃(x) ∈ Qのときであり, 非
尽数関係にあるのは α̃(x) ∈ R\Qのときである. 定理 (5.3)および (5.8)で記述した尽数関係に
ある初等欠陥は集合M+

α とM−
α は advancedあるいは delayed初等 discommensurationsと呼

ばれる.

9. 例およびさまざまな結果
省略

9.1 平坦なトーラス.

省略

9.2 等長変換の 1パラメータ群を持つトーラス.

省略

10. 最近の文献への案内
この論文で述べた理論の最近の発展方向とここで述べなかった方向について手短かに紹介

する. Matherの結果はHall[25], Bernstein[6]およびBoyland-Hall[12]によって, 面積保存の代
わりに位相的条件を満たす単調ねじれ写像へと拡張された. これらの場合, 変分原理がない.

Mather[40]は, カントールMather集合Mαが, 関係する性質を持つ不変カントール集合によっ
て近似できることを示した. Mα内の軌道は変分原理の極小に対応するが, これらの新しい軌
道は局所極小に対応する. この現象についての粗っぽい例は [39]および (9.15)に記述されてい
る. n自由度でZn周期性 (n ≥ 3)を持つ場合の 1次元問題, つまりリーマン nトーラス上の測
地線の場合, Bernstein & Katok[7]の摂動結果がある. この場合, 軌跡の順序について語るこ
とはできず, ここで述べた結果は完全な一般性をもって一般化することははできない ([26]の
Hedlundの例参照). しかし別の枠組では, 「順序」の概念は高次元でも有効であることが知れ
ている. Moser[47]は関数 u : Rn−1 → RのZn周期的変分問題の極小解を考えた. Moser[47]お
よびBangert[5]はここで述べた発想の多くをもっと一般の場合へと拡張した.
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この論文の主題の一部に関するもっと短い概説はChenciner[17], Mackay-Stark[33]および
Moser[46], [48]にある.
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121/122(1985), 147-70.

[18] I.P. Cornfeld, S.V. Fomin and Ya.G. Sinai, Ergodic Theory. Grundlehren der Math.

Wissenschaften 245. New York: Springer, 1982.
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